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64. Mathematik-Olympiade
1. Runde (Schulrunde)
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Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erklären, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Lösungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sätzen dar.

640511

Anna liest ein Buch, bei dem auf jeder Seite die Seitenzahl aufgedruckt ist. Dabei hat die
jeweils linke Seite des aufgeschlagenen Buches eine gerade Seitenzahl und die rechte Seite eine
ungerade Seitenzahl.

a) Anna liest gerade auf der Seite 44.
Welche beiden Seitenzahlen des Buches hat Anna aufgeschlagen, nachdem sie von hier
aus genau 17-mal umgeblättert hat?

b) Nun liest Anna auf der Seite 123.
Wie oft muss sie umblättern, bis sie wieder auf eine Seitenzahl trifft, bei der die Zehner-
ziffer um eins größer ist als die Hunderterziffer und die Einerziffer um eins größer ist als
die Zehnerziffer? Gib die Seitenzahlen an, die Anna nun sieht.

640512

Julia hat rote, grüne und blaue Kugeln.

Alle Kugeln einer Farbe wiegen gleich viel. Kugeln verschiedener Farben wiegen unterschiedlich
viel.

Weiterhin stellt Julia fest:

(1) Zwei rote Kugeln und eine grüne Kugel
wiegen zusammen genau so viel wie eine
blaue Kugel.

R R G B

(2) Zwei grüne Kugeln und eine blaue Kugel
wiegen zusammen genau so viel wie elf
rote Kugeln.

G G B RRR R R
R R R R
R R

a) Ermittle aus diesen Angaben, welche Farbe die schwersten Kugeln haben.
b) Berechne, wie viele von den leichtesten Kugeln zusammen so viel wiegen wie eine der

schwersten Kugeln.
c) Eine Kugel des mittleren Gewichts wiegt 90 Gramm.

Wie viel wiegen die Kugeln der anderen beiden Farben?

Auf der nächsten Seite geht es weiter!
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640513

Für die beiden fünften Klassen einer Schule findet ein Sportfest mit den Stationen 60-m-Lauf,
Weitsprung und Ballwurf statt.

a) Notiere alle verschiedenen Reihenfolgen, in denen die drei Stationen nacheinander ange-
laufen werden können.

b) Die Klasse 5a startet beim 60-m-Lauf, wechselt dann zum Weitsprung und geht schließ-
lich zum Ballwurf. Welche Reihenfolgen sind nun noch für die Klasse 5b möglich, wenn
beide Klassen mit dem Sportfest zur gleichen Zeit beginnen und wenn die zwei Klassen
nicht gleichzeitig an einer Station sein sollen?

Am Schluss des Sportfestes gibt es ein Tauziehen. Jede der beiden Klassen bildet vier Mann-
schaften. Jede Mannschaft aus der Klasse 5a tritt gegen jede Mannschaft aus der 5b genau
einmal an.

c) Ermittle die Anzahl der Wettkämpfe im Tauziehen.

640514

Jonas klebt gleich große Würfel aneinander (siehe Abbildung). Dabei kommen von einer zur
nächsten Stufe jeweils zwei Würfel hinzu. Dann betrachtet Jonas seine Würfelgebäude und
zählt die von oben, von unten, von vorn, von hinten, von links und von rechts sichtbaren
Quadratflächen: Bei der Stufe 1 zählt er 14 Quadratflächen.

Stufe 1 Stufe 2 Stufe 3

a) Wie viele sichtbare Quadratflächen haben die Würfelgebäude der Stufen 2 und 3?
b) Wie viele Quadratflächen sind bei den Würfelgebäuden der Stufen 4 und 5 sichtbar?
c) Wie viele Quadratflächen wären bei dem Würfelgebäude der Stufe 10 sichtbar?

Wie viele Würfel müsste Jonas zusammenkleben, um dieses Gebäude der Stufe 10 her-
zustellen?

d) Ermittle, wie viele kleine Würfel Jonas für ein solches Würfelgebäude benötigen würde,
das genau 206 sichtbare Quadratflächen hat.
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Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erklären, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Lösungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sätzen dar.

640611

Kerrin hat am 29.11. Geburtstag. Sie überlegt sich, welche vierstelligen Zahlen sie aus den
vier Ziffern 2, 9, 1 und 1 bilden kann. Solche Zahlen nennt sie Geburtstagszahlen. Katrin hat
am 18.09. Geburtstag; ihre Geburtstagszahlen werden also aus den Ziffern 1, 8, 0 und 9 in
beliebiger Reihenfolge gebildet, wobei die 0 nicht vorn stehen darf, weil Geburtstagszahlen
immer vierstellig sein sollen.

a) Gib für Kerrin und Katrin jeweils die kleinste und die größte Geburtstagszahl an.
b) Silvia hat am 31.12. Geburtstag. Wie viele Geburtstagszahlen hat sie?
c) Wie viele Geburtstagszahlen hat Neo, der am 01.01. geboren ist?
d) Es gibt Geburtstage, zu denen 18 Geburtstagszahlen gehören.

Gib ein solches Geburtsdatum an.

640612

Die Geschwister Sina und Tom haben jeder ein Fenster in ihrem Zimmer, das
durch Sprossen in sechs Teilflächen unterteilt wird (siehe Abbildung).
Die Oma kommt zu Besuch und bringt beiden Kindern jeweils eine Packung
mit Fensterbildern mit. Jede Packung enthält vier verschiedene Fensterbilder
jeweils doppelt, also insgesamt acht Fensterbilder.
Jedes Kind möchte an jede seiner sechs Fensterflächen genau ein Bild anbringen. Dabei sollen
jeweils die drei untereinander liegenden Bilder verschieden und auch nebeneinander liegende
Bilder nicht gleich sein.

Sina gefällt das Fensterbild Nummer 4 nicht und sie möchte für ihre sechs Teilflächen nur die
Bilder 1, 2 und 3 jeweils zweimal verwenden. Tom gefallen alle Fensterbilder.

a) Sina will das Bild Nummer 1 oben links anbringen. Wie viele Möglich-
keiten hat Sina dann für die Anordnung ihrer sechs Bilder?

b) Wie viele Möglichkeiten hat Sina für die Anordnung ihrer sechs Bilder
insgesamt? (oben links kann also Bild 1, 2 oder 3 sein)

1

c) Tom bringt links die Bilder 1, 2 und 3 in dieser Reihenfolge untereinander an.
Notiere oder zeichne alle Möglichkeiten, wie er sein Fenster gestalten kann.

Auf der nächsten Seite geht es weiter!
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640613

Es werden Zahlen betrachtet, die größer als 1 sind und die bei der Division durch 2 den Rest
1 lassen, bei der Division durch 3 den Rest 1 lassen und auch bei der Division durch 5 den
Rest 1 lassen.

a) Bestimme die kleinste dieser Zahlen.
b) Ermittle, wie viele solcher Zahlen es bis 160 gibt.
c) Bestimme entsprechend die kleinste Zahl, die größer als 1 ist und die bei der Division

durch 2, durch 5 und durch 7 jeweils den Rest 1 lässt.

640614

Mika nimmt vier Äpfel aus einer Kiste und stapelt sie zu einer Py-
ramide mit der Kantenlänge 2 (Äpfel). Dann nimmt er die übrigen
Äpfel aus der Kiste und baut aus der kleinen Pyramide eine größere
Pyramide.

a) Wie viele Äpfel benötigt Mika zusätzlich für eine Pyramide mit der Kantenlänge 3?
b) Wie viele Äpfel benötigt Mika insgesamt für eine Pyramide mit der Kantenlänge 4?
c) In der Kiste waren 40 Äpfel. Welche Kantenlänge hat die größte Pyramide, die Mika aus

diesen 40 Äpfeln bauen kann, und wie viele Äpfel bleiben dabei übrig?

5



O
ly

mpiadeklasse7

64. Mathematik-Olympiade
1. Runde (Schulrunde)

Aufgaben

© 2024 Aufgabenausschuss für die Mathematik-Olympiade in Deutschland
www.mathematik-olympiaden.de. Alle Rechte vorbehalten.

Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erklären, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Lösungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sätzen dar.

640711

Auf einem Tisch stehen fünf verschlossene Töpfe. Die Töpfe sind mit den Zahlen von 1 bis
5 durchnummeriert. In genau einem der fünf Töpfe befindet sich eine Kugel. Es werden die
folgenden Aussagen gemacht, von denen genau eine wahr ist, die anderen vier sind falsch.

(1) Die Kugel liegt im 1. Topf.
(2) Die Kugel liegt nicht im 2. Topf.
(3) Die Kugel liegt im 4. Topf.
(4) Die Kugel liegt im 5. Topf.
(5) Im 5. Topf liegt die Kugel nicht.

Zeige, dass man aus diesen Angaben den Topf ermitteln kann, in dem die Kugel liegt, und gib
die Nummer dieses Topfes an.

640712

In einer Stadt wird für den öffentlichen Bahn- und Busverkehr eine Rabattkarte angeboten.
Sie kostet 10 Euro und hat jeweils einen Monat Gültigkeit. Wer im Besitz einer solchen Karte
ist, muss für den Einzelfahrschein statt 2,65 Euro nur noch 2,20 Euro bezahlen.

a) Berechne die Fahrtkosten für 18 Fahrten innerhalb eines Monats, und zwar sowohl mit
gekaufter Rabattkarte als auch ohne diese Karte.

b) Berechne die Anzahl der Fahrten, die eine Person mit der Rabattkarte in einem Monat
gemacht hat, wenn sie insgesamt genau 65 Euro für die Fahrten bezahlt hat.

c) Berechne die kleinste Anzahl von Fahrten innerhalb eines Monats, bei der die Kosten
mit Rabattkarte niedriger als ohne Rabattkarte sind.

640713

Ein Dreieck soll die Seitenlängen 8 cm, 12 cm und x cm mit einer natürlichen Zahl x haben.

a) Ermittle die kleinste und die größte Zahl x, für die ein solches Dreieck existiert.
b) Zusätzlich soll nun der Umfang des Dreiecks die Länge p cm mit einer Primzahl p haben.

Ermittle alle Zahlen x, für die ein solches Dreieck existiert.

Auf der nächsten Seite geht es weiter!
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640714

1. 2. 3. 4. 5. 6.

A640714 a

1 + 2 =
1. 2. 3. 4. 5. 6.

3

A640714 b

3 ∗ 4 < 1
1. 2. 3. 4. 5. 6.

3

A640714 c

In der nebenstehenden Abbildung A640714 a gibt es sechs numme-
rierte Felder. In das erste, dritte und sechste Feld soll jeweils genau
eine der Ziffern 0 bis 9 eingetragen werden. In das zweite Feld soll ge-
nau eines der Operationszeichen +, −, ∗ und : eingetragen werden.
In das vierte Feld soll genau eines der Relationszeichen =, < und
> eingetragen werden. In das fünfte Feld soll entweder genau eine
der Ziffern 1 bis 9 eingetragen werden oder es bleibt frei. Es können
so Gleichungen und Ungleichungen gebildet werden. Dabei ist die
Eintragung „6 + 5 = 11“ von der Eintragung „5 + 6 = 11“ verschie-
den, weil sie sich zum Beispiel im ersten Feld unterscheiden. In den
Abbildungen A640714 b und A640714 c sind korrekte Eintragungen
dargestellt.

a) Ermittle, wie viele korrekte Gleichungen eingetragen werden können, wenn im zweiten
Feld nur das Additions- oder das Multiplikationszeichen stehen darf.

b) Ermittle, wie viele korrekte Gleichungen eingetragen werden können, wenn im zweiten
Feld nur das Subtraktions- oder das Divisionszeichen stehen darf.

c) Ermittle, wie viele korrekte Ungleichungen eingetragen werden können.

Hinweis: Unter einer korrekten Gleichung bzw. einer korrekten Ungleichung versteht man
eine nach den Vorgaben der Aufgabenstellung eingetragene Gleichung bzw. Ungleichung, die
eine wahre Aussage ist.
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Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
sein. Du musst also auch erklären, wie du zu Ergebnissen und Teilergebnissen gelangt bist.
Stelle deinen Lösungsweg logisch korrekt und in grammatisch einwandfreien Sätzen dar.

640811

Die Klasse 8c gratuliert ihrem Klassenlehrer Herrn Müller zum Geburtstag. Er wird nach
seinem Alter gefragt. Da Herr Müller Mathematiklehrer ist, nennt er sein Alter natürlich
nicht einfach so. Er stellt der Klasse ein Rätsel und nennt folgende Eigenschaften der Zahl,
die sein Alter in Jahren angibt:

(1) Sie ist kleiner als 45.
(2) Die Summe ihrer Zehnerziffer und ihrer Einerziffer ist zweistellig.
(3) Ihre Einerziffer ist ungerade.
(4) Ihre Zehnerziffer ist nicht ungerade.

Zeige, dass die Zahl, die Herrn Müllers Alter in Jahren angibt, durch diese Bedingungen
eindeutig bestimmt ist, und gib sie an.

640812

Einem regelmäßigen Achteck ist wie abgebildet ein
Rechteck einbeschrieben.

Bestimme den Anteil des Flächeninhalts dieses
Rechtecks am Flächeninhalt des Achtecks.

Hinweis: Bei einem regelmäßigen Achteck sind
die Seiten alle gleich lang und die Eckpunkte lie-
gen alle auf einem Kreis.

640813

Ermittle alle geordneten Paare natürlicher Zahlen größer als 0, deren Produkt genau 8-mal so
groß wie ihre Summe ist.

Hinweis: Bei geordneten Paaren ist die Reihenfolge zu beachten. So sind (3, 4) und (4, 3)
verschiedene geordnete Paare.

Auf der nächsten Seite geht es weiter!
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640814

a) Zeige, dass sich aus fünf natürlichen Zahlen stets zwei Zahlen auswählen lassen, deren
Differenz durch 4 teilbar ist.

b) Zeige, dass sich aus fünf natürlichen Zahlen stets drei Zahlen auswählen lassen, deren
Summe durch 3 teilbar ist.

c) Untersuche, ob sich aus vier natürlichen Zahlen stets drei Zahlen auswählen lassen, deren
Summe durch 3 teilbar ist.
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Hinweise: 1. Für die Olympiadeklassen 9 und 10 stehen in der ersten Runde insgesamt sechs
Aufgaben zur Verfügung, aus denen die Verantwortlichen vor Ort eine geeignete Auswahl tref-
fen können. Wenn die erste Runde als Hausaufgabenwettbewerb durchgeführt wird, kann die
Wahl von vier der sechs Aufgaben auch den Teilnehmenden überlassen werden.
2. Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar in logisch
und grammatisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung herangezo-
gene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind. Auf
eine Beweisangabe kann außerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen Namen
besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

641011

a) Man bestimme die Anzahl der ganzzahligen Lösungen (x, y, z) der Gleichung x2 + y2 +
z2 = 5.

b) Man bestimme die Anzahl der ganzzahligen Lösungen (x, y, z) der Gleichung x2 + y2 +
z2 = 9.

Hinweis: Eine Lösung ist ein geordnetes Tripel (x, y, z), welches die jeweilige Gleichung er-
füllt.

Hinweis: Die Gleichung x2 + y2 + 4 · z2 = 4 hat genau sechs ganzzahlige Lösungen, die alle
(paarweise) verschieden sind: (0, 0, 1), (0, 0,−1), (2, 0, 0), (0, 2, 0), (−2, 0, 0), (0,−2, 0).

641012

In einem gegebenen Kreis betrachten wir konvexe Vierecke. Die Ecken der Vierecke dürfen im
Innern des Kreises liegen oder auf diesem Kreis.

Zeigen Sie, dass jedes solcher Vierecke mit größtem Flächeninhalt dann ein Quadrat ist.

Hinweis: In jedem konvexen Viereck sind alle Innenwinkel kleiner als 180◦.

641013

Wir betrachten Figuren, die durch die Koordinaten einiger ihrer Punkte und die zur jeweiligen
Figur gehörenden Verbindungsstrecken gegeben sind.

a) A(2, 2), E (14, 2), B(23, 2), F (23, 14), C (23, 23), G(11, 23), D(2, 23) und H (2, 11) mit
den Seiten AB , BC , CD , DA, EF , FG , GH und HE .
Zeigen Sie, dass das Viereck EFGH ein Quadrat ist und bestimmen Sie seine Seitenlänge.

Auf der nächsten Seite geht es weiter!
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b) A(1, 2), B(13, 2), C (25, 2), D(25, 11) und E (1, 18) mit den Seiten AB , BC , CD , DE ,
EA, BE und BD .
Zeigen Sie, dass die Strecke BD den Winkel �EDC halbiert.

641014
Wir berechnen für jede positive ganze Zahl n die Zahl y anhand der Formel

y =
n · (n+ 1) · (n+ 2) · (n+ 3)

4
.

a) Zeigen Sie, dass y für n = 9 und auch für n = 2025 jeweils das Produkt von zwei
aufeinanderfolgenden ganzen Zahlen ist.

b) Zeigen Sie, dass y für jede positive ganze Zahl n das Produkt von zwei aufeinanderfol-
genden ganzen Zahlen ist.

641015
Ein Schaf und eine Ziege können eine Wiese gemeinsam in 50 Minuten abfressen.
Eine Ziege allein hätte 80 Minuten gebraucht, um die Wiese abzufressen.
Ermitteln Sie die Zeit, in der 5 Schafe und 2 Ziegen die Wiese abfressen können, wenn gilt: Alle
Schafe fressen gleich schnell und alle Ziegen fressen auch gleich schnell. Die Fressgeschwindig-
keit eines Tieres ändert sich nicht, wenn weitere Tiere anwesend sind.

641016
In der abgebildeten Figur ist jeder der neun eingezeichneten Kreise mit je einer der jeweils
in den Teilaufgaben festgelegten Zahlen so zu beschriften, dass alle neun Zahlen verwendet
werden und auf jedem der drei geradlinigen Abschnitte (auf denen sich jeweils vier Kreise
befinden) die Summe s der vier Zahlen in jedem geradlinigen Abschnitt stets die gleiche ist.

a) Hier sollen die neun Zahlen 2021, 2022, 2023, . . . , 2029 eingetragen werden.
Geben Sie eine derartige Beschriftung und die mit dieser Beschriftung erreichte Ab-
schnittssumme s an.
Überprüfen Sie außerdem, ob es derartige Beschriftungen mit den gegebenen Zahlen gibt,
bei denen die Abschnittssumme s den Wert 8097 bzw. den Wert 8104 hat.

b) In dieser Teilaufgabe tragen wir die neun Zahlen 1, 2, 22, 23, . . . , 28 ein.
Wie viele Werte kann die gemeinsame Abschnittssumme s annehmen?

11
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Hinweis: Der Lösungsweg mit Begründungen und Nebenrechnungen soll deutlich erkennbar
in logisch und grammatisch einwandfreien Sätzen dargestellt werden. Zur Lösungsgewinnung
herangezogene Aussagen sind zu beweisen, falls sie nicht aus dem Schulunterricht bekannt sind.
Auf eine Beweisangabe kann außerdem verzichtet werden, wenn die Aussage einen eigenen
Namen besitzt und dadurch als allgemein bekannt angesehen werden kann.

641211

Man untersuche, ob es fünf ganze Zahlen a, b, c, d und e gibt, für die die Bedingung

0 < a < b < c < d < e < 10

erfüllt ist und die Gleichung

ae = (bd+ 1)c

gilt. Wenn das der Fall ist, bestimme man alle Lösungstupel (a, b, c, d, e).

641212

Gegeben sei ein Quadrat ABCD in der Ebene. Auf der Seite CD sei P ein beliebiger Punkt. Mit
der Seite AP wird dann ein weiteres Quadrat q so gewählt, dass der Punkt B nicht im Inneren
und nicht auf dem Rand von q liegt. Der in q dem Eckpunkt A diagonal gegenüberliegende
Eckpunkt wird mit R bezeichnet, siehe Abbildung A 641212.

A B

CD

R

P

q

A641212

a) Man begründe, dass es für jeden Punkt P der Strecke CD genau ein Quadrat q gibt, das
die angegebenen Bedingungen erfüllt.

b) Man ermittle die Menge aller Punkte R, die auf die beschriebene Weise konstruiert
werden können.

Auf der nächsten Seite geht es weiter!
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641213

a) Es sei x eine beliebige reelle Zahl. Man beweise die Ungleichung

9
(
x3 + x

)
≤ 2

(
x2 + x+ 1

)2
.

b) Es seien x und y zwei beliebige reelle Zahlen. Man beweise die Ungleichung

9
(
x3y + xy3

)
≤ 2

(
x2 + xy + y2

)2
.

641214

An einer Tafel stehen am Anfang die Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 und 6. Hermine darf nun beliebig oft
die folgende Operation ausführen:

Sie wischt zwei Zahlen a und b weg und schreibt dafür die beiden Zahlen a + b und 2 |a− b|
hin.

Man bestimme die größte natürliche Zahl k, für die Hermine nach endlich vielen Schritten
erreichen kann, dass k Nullen an der Tafel stehen.

13
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640511 Lösung 10 Punkte

Teil a) Die Seite 44 steht auf der linken Seite im aufgeschlagenen Buch. Wenn Anna eine
Seite umblättert, erhöht sich die Seitenzahl auf der linken Seite genau um 2. Nach einmaligem
Umblättern steht auf der linken Seite eine 46. Wenn Anna 17 Seiten umblättert, erhöht sich
die Seitenzahl auf der linken Seite um (17 · 2 = ) 34.

Nach 17-maligem Umblättern befindet sich also links die Seite (44 + 34 = ) 78 und rechts die
Seite 79.

Teil b) Die Seite 123 steht auf der rechten Seite in ihrem aufgeschlagenen Buch, weil sie
ungerade ist.

Die gesuchte Seite muss die Seitenzahl 234 haben, denn dies ist die nächstfolgende Zahl, die
die geforderten Bedingungen erfüllt. Da 234 eine gerade Zahl ist, muss sie auf der linken Seite
in ihrem aufgeschlagenen Buch stehen.

Wenn Anna einmal umschlägt, erreicht sie die Seitenzahl 124.

Von hier aus sind es noch (234−124 = ) 110 Seitenzahlen. Nun muss sie noch (110 : 2 = ) 55 Mal
umblättern, um auf die Seite 234 zu gelangen, weil sich bei jedem Umblättern die Seitenzahl
auf der linken Seite wieder um 2 erhöht.

Sie muss demnach (55 + 1 = ) 56 Mal eine Seite umschlagen, um von Seite 123 aus die Seite
234 zu erreichen.

Anna schaut nun auf die Seiten 234 und 235.

640512 Lösung 10 Punkte

Teil a) Aus (1) folgt unmittelbar, dass die blauen Kugeln am schwersten sind.

Teil b) Die Kugelmassen seien mit R, G und B abgekürzt.

Dann wissen wir aus (1): R + R +G = B .

Wenn wir jetzt in (2) die blaue Kugel ersetzen, so erhalten wir 2G + 2R +G = 11R.

Nehmen wir jetzt auf beiden Seiten der Waage jeweils zwei rote Kugeln weg, so erhalten wir

3G = 9R und daher 3R = G .

Die roten Kugeln sind also leichter als die grünen.

Folglich sind die roten Kugeln die leichtesten, und es gilt: Eine grüne Kugel ist so schwer wie
drei rote.

Zusammen mit 2R +G = B ergibt sich:

Die blauen Kugeln sind die schwersten und die roten Kugeln sind die leichtesten. Eine blaue
Kugel wiegt so viel wie fünf rote Kugeln.
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Teil c) Da eine grüne Kugel 90Gramm wiegt und das dreimal so viel ist wie die Masse einer
roten Kugel, muss eine rote Kugel 30Gramm wiegen.

Da eine blaue Kugel fünfmal so viel wiegt wie eine rote Kugel, muss eine blaue Kugel
(30Gramm · 5 = ) 150Gramm wiegen.

640513 Lösung 10 Punkte

Teil a)

(1) 60-m-Lauf, Weitsprung, Ballwurf
(2) 60-m-Lauf, Ballwurf, Weitsprung
(3) Weitsprung, 60-m-Lauf, Ballwurf
(4) Weitsprung, Ballwurf, 60-m-Lauf
(5) Ballwurf, 60-m-Lauf, Weitsprung
(6) Ballwurf, Weitsprung, 60-m-Lauf

Teil b) Die Klasse 5a hat von den sechs Möglichkeiten aus a) die Reihenfolge

(1) 60-m-Lauf, Weitsprung, Ballwurf.

Nun werden die anderen fünf Reihenfolgen für die Klasse 5b betrachtet und entschieden, ob
sie möglich sind oder nicht.

(2) 60-m-Lauf, Ballwurf, Weitsprung – entfällt, weil die 5a zuerst an Station 60-m-Lauf
ist

(3) Weitsprung, 60-m-Lauf, Ballwurf – entfällt, weil die 5a zuletzt an Station Ballwurf
ist

(4) Weitsprung, Ballwurf, 60-m-Lauf – möglich
(5) Ballwurf, 60-m-Lauf, Weitsprung – möglich
(6) Ballwurf, Weitsprung, 60-m-Lauf – entfällt, weil die 5a in der Mitte beim Weitsprung

ist

Für die 5b sind die Reihenfolgen (4) und (5) aus a) möglich:

(4) Weitsprung, Ballwurf, 60-m-Lauf
(5) Ballwurf, 60-m-Lauf, Weitsprung

Teil c) Da jede der vier Mannschaften der 5a gegen jede der vier Mannschaften der 5b
antreten muss, wird es genau (4 · 4 = ) 16 Wettkämpfe im Tauziehen geben.

640514 Lösung 10 Punkte

Teil a) In einer Tabelle lässt sich die Anzahl der sichtbaren Flächen übersichtlich aufschrei-
ben.

Von zwei gegenüberliegenden Seiten kann man jeweils gleich viele Quadratflächen sehen. In der
Tabelle sind vorn und hinten, oben und unten sowie links und rechts jeweils in einer Spalte
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zusammengefasst. Die Summe der Flächen in den drei Spalten muss dann noch verdoppelt
werden.

Stufe von vorn / hinten von oben / unten von links / rechts Gesamtanzahl
2 5 3 3 2 · (5 + 3 + 3) = 22

3 7 4 4 2 · (7 + 4 + 4) = 30

Teil b) In jeder Stufe kommen 2 Würfel hinzu. Dabei steigt die Anzahl an Quadratflächen,
die von vorn bzw. von hinten zu sehen ist, jeweils um 2. Die Anzahl an Quadratflächen, die von
oben bzw. von unten zu sehen ist, steigt jeweils um 1 und auch die Anzahl an Quadratflächen,
die von links bzw. von rechts zu sehen ist, steigt jeweils um 1.

Die Gesamtzahl aller sichtbaren Flächen steigt folglich je Stufe um (2 · (2 + 1 + 1) = ) 8.

Bei den Würfelgebäuden der Stufen 4 und 5 sind also 38 bzw. 46 Quadratflächen sichtbar.

Teil c) In der 1. Stufe sind 14 Quadratflächen sichtbar. In jeder weiteren Stufe kommen
8 Quadratflächen hinzu. Folglich wären bei der 10. Stufe (14 + 9 · 8 = ) 86 Quadratflächen
sichtbar.

In der 1. Stufe werden 3 Würfel benötigt. In jeder weiteren Stufe kommen 2 Würfel hinzu.
Folglich würde man für die 10. Stufe (3 + 9 · 2 = ) 21 Würfel benötigen.

Teil d) Es sollen 206 Quadratflächen sichtbar sein. In der 1. Stufe sind es 14. In jeder weiteren
Stufe kommen 8 hinzu. Es gilt 206− 14 = 192 und 192 : 8 = 24.

Folglich wären in der (1 + 24 = ) 25. Stufe 206 Quadratflächen sichtbar, und dazu würden
(3 + 24 · 2 = ) 51 Würfel benötigt.
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Punktverteilungsvorschläge

Die nachstehenden Angaben zur Punktverteilung sowohl für die gesamten Aufgaben als auch
für die Teillösungen sind Empfehlungen für die Ausrichter des Wettbewerbs und sollen einer
einheitlichen Bewertung dienen. Dies vereinfacht für die Schülerinnen und Schüler ein Nach-
vollziehen der Bewertung und ermöglicht für die Organisatoren Vergleiche zum Zweck der
Entscheidung über die Teilnahme an der nächsten Runde.
Bei der Vielfalt der Lösungsvarianten ist es nicht möglich, Vorgaben für jede Variante zu
machen; das Korrekturteam möge aus den Vorschlägen ableiten, welche Vergabe dem in der
Schülerlösung gewählten Ansatz angemessen ist. Dabei können auch Lösungsansätze, die an-
gesichts der Aufgabenstellung sinnvoll erscheinen, aber noch nicht erkennen lassen, ob sie
wirklich zu einer Lösung führen, einige Punkte erhalten.
Abweichungen von den Vorschlägen müssen von den Ausrichtern des Wettbewerbs ausrei-
chend bekannt gemacht werden. Es wird aber empfohlen, zumindest den prozentualen Anteil
der Punkte für Teillösungen beizubehalten.

Aufgabe 640511 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Punkte

Aufgabe 640512 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte

Aufgabe 640513 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte

Aufgabe 640514 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Teil d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
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640611 Lösung 10 Punkte

Teil a) Kleinste Geburtstagszahl Größte Geburtstagszahl
Kerrin 1129 9211
Katrin 1089 9810

Teil b) Zum 31.12. gibt es zwölf Geburtstagszahlen, nämlich:

1123, 1132, 1213, 1312, 1231, 1321, 2113, 3112, 2131, 3121, 2311 und 3211.

Teil c) Zum 01.01. gibt es die drei Geburtstagszahlen 1001, 1010 und 1100.

Teil d) Jedes Geburtsdatum aus vier verschiedenen Ziffern, von denen eine die Null ist, hat
genau 18 Geburtstagszahlen. Zum Beispiel sind dies die 18 Geburtstagszahlen für den 06.12.:

1026, 1062, 2016, 2061, 6012, 6021,

1206, 1602, 2106, 2601, 6102, 6201,

1260, 1620, 2160, 2610, 6120, 6210.

Bemerkung: Tatsächlich ist 18 die maximal mögliche Anzahl von Geburtstagszahlen, die zu
einem Geburtsdatum existieren können und wird genau von Geburtsdaten mit vier verschie-
denen Ziffern angenommen, denn jede Datumsangabe mit vier verschiedenen Ziffern enthält
eine Null.

640612 Lösung 10 Punkte

Teil a) Sina muss auf der linken und der rechten Fensterseite jedes der Bilder 1, 2 und 3
genau einmal verwenden. Links oben ist Bild 1. Sie hat also zwei Möglichkeiten, Bild 2 und
Bild 3 auch auf der linken Seite zu platzieren.

Auf der rechten Fensterseite muss Sina Bild 1 entweder in der Mitte oder unten platzieren,
da sie Bild 1 nicht neben das Bild 1 von der linken Seite kleben darf. Sie hat also wieder zwei
Möglichkeiten.

Anschließend muss Sina die Bilder 2 und 3 so anbringen, dass keine zwei gleichen Bilder
nebeneinander kleben. Dafür bleibt ihr genau eine Möglichkeit.

Es gibt folglich insgesamt (2 · 2 = ) 4 Möglichkeiten, wie Sina die Bilder platzieren kann:

1 3

2 1

3 2

1 2

2 3

3 1

1 2

3 1

2 3

1 3

3 2

2 1
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Teil b) Sina hat 4 Möglichkeiten, wenn oben links Bild 1 ist. Genauso hat sie jeweils 4 Mög-
lichkeiten, wenn oben links Bild 2 oder Bild 3 ist. Insgesamt hat Sina also (3 · 4 = ) 12 Mög-
lichkeiten, die Bilder zu platzieren.

Bemerkung: Die Lösung kann auch durch systematische Auflistung aller 12 Möglichkeiten
erfolgen.

Teil c) Tom hat für die rechte Seite die Bilder 1 bis 4 zur Verfügung. Er wählt 3 der 4
verschiedenen Bildsorten aus. Eine Bildsorte wird jeweils nicht verwendet.

Ohne Bild 4 gibt es zwei Möglichkeiten:

1 3

2 1

3 2

1 2

2 3

3 1

Ohne Bild 3 auf der rechten Seite gibt es drei Möglichkeiten:

1 2

2 1

3 4

1 2

2 4

3 1

1 4

2 1

3 2

Genauso gibt es ohne Bild 2 oder ohne Bild 1 jeweils drei Möglichkeiten:

1 3

2 1

3 4

1 3

2 4

3 1

1 4

2 3

3 1

1 2

2 3

3 4

1 3

2 4

3 2

1 4

2 3

3 2

Folglich hat Tom (2+3 · 3 = ) 11 Möglichkeiten, die Bilder auf der rechten Seite zu platzieren.

640613 Lösung 10 Punkte

Teil a) Eine Zahl, die bei Division durch 2, durch 3 und durch 5 jeweils den Rest 1 lässt, hat
eine Zahl als Vorgänger, die durch 2, durch 3 und durch 5 teilbar ist.

Die Zahl 30 (= 2 · 3 · 5) lässt sich durch 2, 3 und 5 ohne Rest teilen, und sie ist die kleinste
dieser Zahlen, denn:

Die Zahl muss auf 0 oder 5 enden (Teilbarkeit durch 5), deswegen kommen die Zahlen 5, 10,
15, 20, 25, 30, 35, . . . in Frage.

Die Zahl muss gerade sein (Teilbarkeit durch 2), folglich kommen nur noch 10, 20, 30, 40, . . . in
Frage.

Die Quersumme der Zahl muss durch 3 teilbar sein (Teilbarkeit durch 3).

Von den verbliebenen Zahlen ist 30 die kleinste.
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Wenn man jetzt die Zahl 31 betrachtet, so hat sie bei der Division durch 2, durch 3 und durch
5 jeweils den Rest 1.

Folglich ist 31 die kleinste der Zahlen mit den geforderten Eigenschaften.

Teil b) Hier hilft einfaches Abzählen: Jede der gewünschten Zahlen muss um 1 größer sein
als ein Vielfaches von 30. Es sind also die Zahlen 31, 61, 91, 121 und 151.

Insgesamt gibt es also fünf solcher Zahlen.

Teil c) Mit den Gedanken aus dem Aufgabenteil a) ist die kleinste Zahl, die bei allen drei
Divisionen keinen Rest lässt, die Zahl (2 · 5 · 7 = ) 70.

Folglich ist 71 die kleinste Zahl, die bei allen drei Divisionen den Rest 1 lässt.

640614 Lösung 10 Punkte

Teil a) Die Pyramide mit der Kantenlänge 3 hat eine Schicht Äpfel mehr als die Pyramide
mit der Kantenlänge 2.

+ =

Für die Pyramide mit der Kantenlänge 3 kommen folglich 6 Äpfel hinzu.

Teil b) Die Pyramide mit der Kantenlänge 3 besteht aus (4 + 6 = ) 10 Äpfeln.

Die Pyramide mit der Kantenlänge 4 hat eine Schicht Äpfel mehr als die Pyramide mit der
Kantenlänge 3. Die neue, vierte Schicht hat eine Reihe Äpfel mehr als die dritte Schicht; sie
besteht aus (6 + 4 = ) 10 Äpfeln.

+ =

Die Pyramide mit der Kantenlänge 4 besteht also aus (10 + 10 = ) 20 Äpfeln.

Teil c) Die fünfte Schicht hat fünf Äpfel mehr als die vierte. Sie besteht also aus (5+10 = ) 15
Äpfeln. Folglich besteht die Pyramide mit der Kantenlänge 5 aus (15 + 20 = ) 35 Äpfeln.

Jetzt sind noch fünf Äpfel übrig, die offensichtlich nicht für die nächste Schicht reichen.

Mika kann höchstens eine Pyramide mit der Kantenlänge 5 bauen und behält dann noch fünf
Äpfel übrig.
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Bemerkung: Man kann die Ergebnisse auch systematisch in einer Tabelle erfassen:

Kantenlänge Anzahl der Äpfel in Anzahl der Äpfel
in Äpfeln der untersten Schicht in der Pyramide
1 1 1

2 1 + 2 = 3 1 + 3 = 4

3 3 + 3 = 6 4 + 6 = 10

4 6 + 4 = 10 10 + 10 = 20

5 10 + 5 = 15 20 + 15 = 35

6 15 + 6 = 21 35 + 21 = 56

7 21 + 7 = 28 56 + 28 = 84

Die Zahlen in der zweiten Spalte sind die Dreieckszahlen.
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Punktverteilungsvorschläge

Die nachstehenden Angaben zur Punktverteilung sowohl für die gesamten Aufgaben als auch
für die Teillösungen sind Empfehlungen für die Ausrichter des Wettbewerbs und sollen einer
einheitlichen Bewertung dienen. Dies vereinfacht für die Schülerinnen und Schüler ein Nach-
vollziehen der Bewertung und ermöglicht für die Organisatoren Vergleiche zum Zweck der
Entscheidung über die Teilnahme an der nächsten Runde.
Bei der Vielfalt der Lösungsvarianten ist es nicht möglich, Vorgaben für jede Variante zu
machen; das Korrekturteam möge aus den Vorschlägen ableiten, welche Vergabe dem in der
Schülerlösung gewählten Ansatz angemessen ist. Dabei können auch Lösungsansätze, die an-
gesichts der Aufgabenstellung sinnvoll erscheinen, aber noch nicht erkennen lassen, ob sie
wirklich zu einer Lösung führen, einige Punkte erhalten.
Abweichungen von den Vorschlägen müssen von den Ausrichtern des Wettbewerbs ausrei-
chend bekannt gemacht werden. Es wird aber empfohlen, zumindest den prozentualen Anteil
der Punkte für Teillösungen beizubehalten.

Aufgabe 640611 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Teil d) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte

Aufgabe 640612 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte

Aufgabe 640613 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte

Aufgabe 640614 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
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640711 Lösung 8 Punkte

Erste Lösung: Wenn die Kugel im 1., 3. oder 4. Topf liegt, sind die Aussagen (2) und (5)
entgegen der Aufgabenstellung wahr. Wenn die Kugel im 5. Topf liegt, sind die Aussagen (2)
und (4) entgegen der Aufgabenstellung wahr. Die Kugel befindet sich also im 2. Topf.

Damit ist gezeigt, dass man aus den Angaben den Topf ermitteln kann, in welchem die Kugel
liegt, er hat die Nummer 2.

Zweite Lösung: Da die Aussagen (4) und (5) einander widersprechen, ist entweder die Aussage
(4) oder die Aussage (5) wahr. Da nur eine Aussage wahr ist, ist die Aussage (2) folglich falsch.
Die Kugel befindet sich also im 2. Topf.

Damit ist gezeigt, dass man aus den Angaben den Topf ermitteln kann, in welchem die Kugel
liegt, er hat die Nummer 2.

640712 Lösung 10 Punkte

Teil a) Ohne Rabattkarte: (18 · 2,65€ =) 47,70€.
Mit Rabattkarte: (18 · 2,20€+ 10€ =) 49,60€.

Teil b) Von den 65€ wurden 10€ für die Rabattkarte und die restlichen (65€ − 10€ =)
55€ für die Einzelfahrscheine zu 2,20€ bezahlt. Wegen (55 : 2,20 = ) 25 hat die Person genau
25 Fahrten in diesem Monat gemacht.

Teil c) Erste Lösung: Pro Fahrt spart man (2,65€− 2,20€ =) 0,45€. Da 22 · 0,45 < 10 <
23 · 0,45 gilt, ist 23 die gesuchte Anzahl.

Teil c) Zweite Lösung: Bei 18 Fahrten waren die Kosten ohne Rabattkarte nach dem Auf-
gabenteil a) noch um (49,60€− 47,70€ =) 1,90€ geringer. Mit jeder weiteren Fahrt nimmt
dieser Vorteil um (2,65€− 2,20€ =) 0,45€ ab. Wegen 4 · 0,45€ = 1,80€, 5 · 0,45€ = 2,25€
und 18 + 5 = 23, ist 23 die gesuchte Anzahl.

Teil c) Dritte Lösung: Wir bezeichnen mit x die Anzahl der Fahrten in einem Monat. Dann
lässt sich mit der Gleichung 2,65 · x = 2,20 · x+ 10 die Anzahl der Fahrten berechnen, für die
die Kosten mit und ohne Rabattkarte übereinstimmen. Durch Subtraktion von 2,20 · x von
beiden Seiten der Gleichung erhält man 0,45 · x = 10. Wegen x = 10

0,45
= 200

9
= 22 2

9
, ist 23 die

gesuchte Anzahl.
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640713 Lösung 10 Punkte

Teil a) Zu vorgegebenen Seitenlängen existiert ein Dreieck mit diesen Seitenlängen genau
dann, wenn die Summe von je zwei dieser drei Seitenlängen größer als die dritte Seitenlänge
ist. Daher existiert ein Dreieck mit den Seitenlängen 8 cm, 12 cm und x cm mit einer natürlichen
Zahl x genau dann, wenn die natürliche Zahl x die drei Ungleichungen

8 + 12 > x ,

8 + x > 12 ,

12 + x > 8

erfüllt. Die dritte Ungleichung gilt für jede natürliche Zahl x. Die beiden anderen Ungleichun-
gen gelten genau dann, wenn x < 20 und x > 4 gelten. Die kleinste natürliche Zahl, welche
beiden Ungleichungen genügt, ist 5. Die größte natürliche Zahl, welche beiden Ungleichungen
genügt, ist 19.

Daher ist 5 die kleinste und 19 die größte Zahl x, für die ein solches Dreieck existiert.

Teil b) Da ein Dreieck mit den Seitenlängen 8 cm, 12 cm und x cm mit einer natürlichen Zahl
x die Umfangslänge (12 cm+8 cm+x cm = ) (20+x) cm hat, sind nach Teil a) alle natürlichen
Zahlen x mit 5 ≤ x ≤ 19 zu bestimmen, für die 20+x eine Primzahl ist. Für natürliche Zahlen
x von 5 bis 19 erhalten wir für x + 20 die natürlichen Zahlen von 25 bis 39. Von denen sind
nur (20 + 9 = ) 29, (20 + 11 = ) 31 und (20 + 17 = ) 37 Primzahlen.

Daher sind 9, 11 und 17 alle gesuchten Zahlen.

Bemerkung: In der Schule werden üblicherweise wie in der obigen Lösung nur echte Dreiecke
betrachtet, bei denen die drei Eckpunkte nicht auf einer Geraden liegen. Ein solches Dreieck
existiert genau dann, wenn für seine drei Seitenlängen a, b und c die strengen Dreiecksunglei-
chungen

a+ b > c , a+ c > b , b+ c > a

gelten. Man kann aber auch unechte Dreiecke betrachten, bei denen die drei Eckpunkte auf
einer Geraden liegen. Ein echtes oder unechtes Dreieck existiert genau dann, wenn für seine
drei Seitenlängen a, b und c die Dreiecksungleichungen

a+ b ≥ c , a+ c ≥ b , b+ c ≥ a

gelten. Wenn also auch unechte Dreiecke betrachtet werden, dann ist bei a) die Zahl x mit
x = 4 die kleinste und x mit x = 20 die größte Zahl x, für die ein solches Dreieck existiert,
und bei b) sind alle natürlichen Zahlen x mit 4 ≤ x ≤ 20 zu bestimmen, für die 20 + x eine
Primzahl ist; es ergibt sich dadurch aber keine weitere Lösung.

640714 Lösung 12 Punkte

Teil a) Mit dem Additionszeichen können für den ersten und für den zweiten Summanden
je 10 Ziffern ausgewählt werden. So ergeben sich genau (10 · 10 = ) 100 Additionsaufgaben in
Form einer Gleichung. Die kleinste sich so ergebende Summe ist (0 + 0 = ) 0 und die größte
sich so ergebende Summe ist (9 + 9 = ) 18. Alle anderen Ergebnisse liegen zwischen diesen
beiden Werten. Demnach können alle diese Gleichungen korrekt eingetragen werden. Folglich
können genau 100 korrekte Gleichungen mit dem Additionszeichen eingetragen werden.

Mit dem Multiplikationszeichen können für den ersten bzw. für den zweiten Faktor je 10 Ziffern
ausgewählt werden. So ergeben sich genau (10 · 10 = ) 100 Multiplikationsaufgaben in Form

25



einer Gleichung. Das kleinste sich so ergebende Produkt ist 0 und das größte sich so ergebende
Produkt ist (9 · 9 = ) 81. Alle anderen Ergebnisse liegen zwischen diesen beiden Zahlen.

Demnach können alle diese Gleichungen korrekt eingetragen werden. Folglich können genau
100 korrekte Gleichungen mit dem Multiplikationszeichen eingetragen werden.

Folglich können genau (100 + 100 = ) 200 korrekte Gleichungen eingetragen werden, wenn im
zweiten Feld nur das Additions- oder das Multiplikationszeichen stehen darf.

Teil b) Mit dem Subtraktionszeichen können für den Minuenden je 10 Ziffern ausgewählt wer-
den. Da die eintragbaren Ergebnisse nichtnegativ sind, muss der Minuend größer oder gleich
groß dem Subtrahenden sein. So gibt es für die Null genau eine mögliche Eintragung, für die
Eins genau zwei mögliche Eintragungen usw. So ergeben sich genau (1+2+3+4+5+6+7+
8+9+10 = ) 55 Subtraktionsaufgaben in Form einer Gleichung. Die kleinste sich so ergebende
Differenz ist 0 und die größte sich so ergebende Differenz ist 9. Alle anderen Ergebnisse liegen
zwischen diesen beiden Zahlen. Demnach können alle gezählten Gleichungen eingetragen wer-
den. Folglich können genau 55 korrekte Gleichungen mit dem Subtraktionszeichen eingetragen
werden.

Bei den Divisionsaufgaben mit einem Gleichheitszeichen müssen die Ergebnisse ganzzahlig
sein. Wir gehen nun die Dividenden der Reihe nach durch und bestimmen die jeweilige Anzahl
der Divisoren so, dass das Ergebnis ganzzahlig ist. Für die Null gibt es genau 9 mögliche
Eintragung für den Divisor, für die Eins gibt es genau 1 mögliche Eintragung, für die Zwei
gibt es genau 2 mögliche Eintragungen, für die Drei gibt es genau 2 mögliche Eintragungen,
für die Vier gibt es genau 3 mögliche Eintragungen, für die Fünf gibt es genau 2 mögliche
Eintragungen, für die Sechs gibt es genau 4 mögliche Eintragungen, für die Sieben gibt es genau
2 mögliche Eintragungen, für die Acht gibt es genau 4 mögliche Eintragungen und für die Neun
gibt es genau 3 mögliche Eintragungen. So ergeben sich genau (9+1+2+2+3+2+4+2+4+3 = )
32 Divisionsaufgaben in Form einer Gleichung. Der kleinste sich so ergebende Quotient ist 0
und der größte sich so ergebende Quotient ist 9. Alle anderen Ergebnisse sind ganzzahlig
und liegen zwischen diesen beiden Werten. Demnach können alle diese Gleichungen korrekt
eingetragen werden. Folglich können genau 32 korrekte Gleichungen mit dem Divisionszeichen
eingetragen werden.

Folglich können genau (55 + 32 = ) 87 korrekte Gleichungen eingetragen werden, wenn im
zweiten Feld nur das Subtraktions- oder das Divisionszeichen stehen darf.

Teil c) Erste Lösung: Aus Teil a) ergibt sich, dass es mit dem Additions- und Multiplikati-
onszeichen insgesamt 200 Terme der Form „Ziffer Rechenzeichen Ziffer“ gebildet und mit dem
Gleichheitszeichen zu einer korrekten Gleichung eingetragen werden können. Zu jedem Term
dieses Typs können mit den Feldern fünf und sechs demnach (100 − 1 = ) 99 Ergebnisse ein-
getragen werden, die entweder größer oder kleiner sind. Folglich können mit dem Additions-
und Multiplikationszeichen genau (200 · 99 = ) 19 800 Ungleichungen eingetragen werden.

Ohne Beachtung der Relationen =, < und > können mit dem Subtraktionszeichen und den
Feldern eins, drei, fünf und sechs genau (10 · 10 · 10 · 10 = ) 10 000 Eintragungen erzeugt
werden, zu denen jeweils nur genau eine Eintragung der Relationen gehört, um eine korrekte
Gleichung oder Ungleichung zu erzeugen. In Teil b) wurde gezeigt, dass mit dem Subtrak-
tionszeichen 55 korrekte Gleichungen eingetragen werden können. Folglich können mit dem
Subtraktionszeichen genau (10 000− 55 = ) 9 945 korrekte Ungleichungen eingetragen werden.

Ohne Beachtung der Relationen =, < und > können mit dem Divisionszeichen und den Feldern
eins, drei, fünf und sechs (10 · 9 · 10 · 10 = ) 9 000 Eintragungen erzeugt werden, zu denen
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jeweils nur genau eine Eintragung der Relationen gehört, um eine korrekte Gleichung oder
Ungleichung zu erzeugen. In Teil b) wurde gezeigt, dass mit dem Divisionszeichen 32 korrekte
Gleichungen eingetragen werden können. Folglich können mit dem Divisionszeichen genau
(9 000− 32 = ) 8 968 korrekte Ungleichungen eingetragen werden.

Folglich können genau (19 800 + 9 945 + 8 968 = ) 38 713 korrekte Ungleichungen eingetragen
werden.

Teil c) Zweite Lösung: Zu jedem der insgesamt (10 · 3 · 10 = ) 300 Terme mit den Rechen-
zeichen +, − , ∗ und den 100 möglichen Ergebnissen gibt es genau eines der Relationszeichen
=, >, <, das die entstehende Gleichung bzw. Ungleichung wahr macht. Daher gibt es genau
(300 · 100 = ) 30 000 korrekte Eintragungen mit den Rechenzeichen +, − , ∗ und den Relati-
onszeichen =, >, <. Da nach Teil a) und Teil b) davon genau (200 + 55 = ) 255 Gleichungen
sind, verbleiben genau (30 000− 255 =) 29 745 Ungleichungen.

Bei den Eintragungen mit Divisionszeichen gibt es nur 9 Möglichkeiten für die dritte Stelle, da
0 als Divisor entfällt, und es gibt nach Teil b) genau 32 korrekte Gleichungen. Damit beträgt
die Anzahl korrekter Eintragungen für Ungleichungen mit Divisionszeichen (10·1·9·100−32 = )
8 968.

Insgesamt beträgt die Anzahl korrekter Eintragungen, die zu wahren Ungleichungen führen,
also (29 745 + 8 968 = ) 38 713.
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Punktverteilungsvorschläge

Die nachstehenden Angaben zur Punktverteilung sowohl für die gesamten Aufgaben als auch
für die Teillösungen sind Empfehlungen für die Ausrichter des Wettbewerbs und sollen einer
einheitlichen Bewertung dienen. Dies vereinfacht für die Schülerinnen und Schüler ein Nach-
vollziehen der Bewertung und ermöglicht für die Organisatoren Vergleiche zum Zweck der
Entscheidung über die Teilnahme an der nächsten Runde.
Bei der Vielfalt der Lösungsvarianten ist es nicht möglich, Vorgaben für jede Variante zu
machen; das Korrekturteam möge aus den Vorschlägen ableiten, welche Vergabe dem in der
Schülerlösung gewählten Ansatz angemessen ist. Dabei können auch Lösungsansätze, die an-
gesichts der Aufgabenstellung sinnvoll erscheinen, aber noch nicht erkennen lassen, ob sie
wirklich zu einer Lösung führen, einige Punkte erhalten.
Abweichungen von den Vorschlägen müssen von den Ausrichtern des Wettbewerbs ausrei-
chend bekannt gemacht werden. Es wird aber empfohlen, zumindest den prozentualen Anteil
der Punkte für Teillösungen beizubehalten.

Aufgabe 640711 Insgesamt: 8 Punkte
Vollständige Begründung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte
Ergebnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte

Aufgabe 640712 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte

Aufgabe 640713 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Herleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Ergebnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte

Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte
Herleitung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Ergebnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte

Aufgabe 640714 Insgesamt: 12 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
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640811 Lösung 6 Punkte

Erste Lösung: Wegen (4) ist die Zehnerziffer der gesuchten Zahl eine gerade Zahl und wegen
(1) daher eine der Zahlen 0, 2 und 4. Wegen (2) ist die Zehnerziffer der gesuchten Zahl nicht 0,
also 2 oder 4. Wegen (1) und (2) ist die Zehnerziffer der gesuchten Zahl auch nicht 4, da sonst
wegen (2) die Einerziffer größer als 5 wäre, was (1) widerspricht. Also ist 2 die Zehnerziffer
der gesuchten Zahl. Hieraus und aus (2) folgt, dass die Einerziffer der gesuchten Zahl 8 oder
9 ist. Hieraus und aus (3) folgt, dass 9 die Einerziffer der gesuchten Zahl ist.

Die Zahl, die Herrn Müllers Alter in Jahren angibt, ist also durch (1) bis (4) eindeutig be-
stimmt. Herr Müller ist 29 Jahre alt.

Zweite Lösung: Wegen (1) und (2) ist die gesuchte Zahl kleiner als 45 und hat eine Quer-
summe größer oder gleich 10. Daher ist sie eine der Zahlen 19, 28, 29, 37, 38 und 39. Daher
und wegen (3) und (4) ist 29 die gesuchte Zahl.

Die Zahl, die Herrn Müllers Alter in Jahren angibt, ist also durch (1) bis (4) eindeutig be-
stimmt. Herr Müller ist 29 Jahre alt.

640812 Lösung 10 Punkte

MA

B

C

D

E

F

G

H

L640812 a

Wir bezeichnen die Eckpunkte des Achtecks gegen den Uhr-
zeigersinn so mit A bis H , dass ABEF das einbeschriebe-
ne Rechteck ist, und verbinden jeden Eckpunkt durch eine
Strecke mit dem Umkreismittelpunkt M des Achtecks. Da
das Achteck regelmäßig ist, sind die Seiten des Achtecks al-
le gleich lang. Folglich wird das Achteck durch die Radien
AM , BM , CM , DM , EM , FM , GM und HM in acht zum
Dreieck ABM kongruente Dreiecke zerlegt. Daher gilt

AABCDEFGH = 8 · AABM . (1)

Das Rechteck ABEF wird durch die Diagonale AE in die
zueinander kongruenten Dreiecke ABE und AEF zerlegt.
Daher gilt

AABEF = 2 · AABE . (2)

Die Dreiecke ABM und BEM haben dieselbe Höhe bezüglich der Grundseiten AM und EM .
Da die Strecken AM und EM als Radien des Umkreises des Achtecks ABCDEFGH zudem
gleichlang sind, haben die Dreiecke ABM und BEM den gleichen Flächeninhalt. Daher gilt

AABE = 2 · AABM .

Hieraus und aus (2) folgt

AABEF = 4 · AABM .
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Hieraus und aus (1) folgt, dass der Flächeninhalt des Rechtecks ABEF halb so groß wie der
Flächeninhalt des Achtecks ABCDEFGH ist.

Der Anteil des Flächeninhalts des einbeschriebenen Rechtecks am Flächeninhalt des Achtecks
ist also 1

2
.

640813 Lösung 12 Punkte

Erste Lösung: I. Es sei (x, y) ein geordnetes Paar, welches den Forderungen der Aufgaben-
stellung genügt. Dann sind x und y natürliche Zahlen größer als 0 und es gilt

x · y = 8 · (x+ y) . (1)

Wegen x > 0 gilt x · y = 8 · (x+ y) > 8 · y, woraus x > 8 folgt. Ebenso folgt y > 8. Somit gibt
es natürliche Zahlen a und b größer als 0 mit

x = 8 + a und y = 8 + b . (2)

Durch Einsetzen von x und y aus (2) in (1) ergibt sich (8+ a) · (8+ b) = 8 · ((8+ a)+ (8+ b)),
woraus 64 + 8 · a+ 8 · b+ a · b = 128 + 8 · a+ 8 · b und schließlich

a · b = 64 (3)

folgt. Da 64 nur die positiven Teiler 1, 2, 4, 8, 16, 32 und 64 besitzt, ist (a, b) eines der
geordneten Paare (1, 64), (2, 32), (4, 16), (8, 8), (16, 4), (32, 2), (64, 1). Wegen (2) ist (x, y)
daher eines der geordneten Paare (9, 72), (10, 40), (12, 24), (16, 16), (24, 12), (40, 10), (72, 9).

II. Die in I. gefundenen Paare sind geordnete Paare natürlicher Zahlen größer als 0. Eine Probe
zeigt jeweils, dass das Produkt der beiden Zahlen genau 8-mal so groß wie ihre Summe ist.
Die in I. gefundenen Paare erfüllen also tatsächlich die Bedingungen der Aufgabenstellung.

Aus I. und II. folgt, dass die Paare (9, 72), (10, 40), (12, 24), (16, 16), (24, 12), (40, 10), (72, 9)
alle gesuchten geordneten Paare sind.

Zweite Lösung: I. Es sei (x, y) ein geordnetes Paar, welches den Forderungen der Aufgaben-
stellung genügt. Dann sind x und y natürliche Zahlen größer als 0 und es gilt

x · y = 8 · (x+ y) . (1)

Aus (1) folgt x · y − 8 · y = 8 · x und daraus y · (x− 8) = 8 · x. Wegen x > 0 und y > 0 folgen
hieraus x > 8 und y = 8·x

x−8
. Wegen

8 · x
x− 8

=
8 · (x− 8) + 8 · 8

x− 8
=

8 · (x− 8) + 64

x− 8
= 8 +

64

x− 8

folgt schließlich

y = 8 +
64

x− 8
. (2)

Wegen x > 8 folgt hieraus auch y > 8.

Da y eine natürliche Zahl größer als 8 ist, ist x − 8 ein positiver Teiler von 64, also eine der
Zahlen 1, 2, 4, 8, 16, 32 und 64. Damit ist x eine der Zahlen 9, 10, 12, 16, 24, 40 und 72
und wegen (2) ist (x, y) eines der geordneten Paare (9, 72), (10, 40), (12, 24), (16, 16), (24, 12),
(40, 10), (72, 9).
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II. Die in I. gefundenen Paare sind geordnete Paare natürlicher Zahlen größer als 0. Eine Probe
zeigt jeweils, dass das Produkt der beiden Zahlen genau 8-mal so groß wie ihre Summe ist.
Die in I. gefundenen Paare erfüllen also tatsächlich die Bedingungen der Aufgabenstellung.

Aus I. und II. folgt, dass die Paare (9, 72), (10, 40), (12, 24), (16, 16), (24, 12), (40, 10), (72, 9)
alle gesuchten geordneten Paare sind.

Dritte Lösung: Zu bestimmen sind alle Paare (x, y) natürlicher Zahlen größer als 0 mit

x · y = 8 · (x+ y) . (1)

Die Gleichung (1) für zwei natürliche Zahlen x und y größer als 0 ist äquivalent zu

x · y − 8 · x− 8 · y = 0 (2)

und wegen x ·y−8 ·x−8 ·y = x ·(y−8)−8 ·y = x ·(y−8)−8 ·(y−8)−64 = (x−8) ·(y−8)−64
äquivalent zu

(x− 8) · (y − 8) = 64 . (3)

Die Gleichung (3) ist von einem Paar (x, y) von natürlichen Zahlen größer 0, für das x − 8
oder y − 8 negativ ist, genau dann erfüllt, wenn x− 8 und y − 8 negative Teiler von 64 sind,
die größer als −8 sind und deren Produkt 64 ist, was aber nicht möglich ist. Da 64 nur die
positiven Teiler 1, 2, 4, 8, 16, 32 und 64 besitzt, ist die Gleichung (3) von einem Paar (x, y)
von natürlichen Zahlen größer 0 daher genau dann erfüllt, wenn (x− 8, y− 8) eines der Paare
(1, 64), (2, 32), (4, 16), (8, 8), (16, 4), (32, 2) und (64, 1) ist.

Die Bedingung (3) und somit die Bedingung (1) ist von einem geordneten Paar (x, y) von
natürlichen Zahlen größer 0 also genau dann erfüllt, wenn (x, y) eines der Paare (9, 72), (10, 40),
(12, 24), (16, 16), (24, 12), (40, 10) und (72, 9) ist.

Die gesuchten geordneten Paare sind also (9, 72), (10, 40), (12, 24), (16, 16), (24, 12), (40, 10)
und (72, 9).

640814 Lösung 12 Punkte

Teil a) Wir betrachten fünf natürliche Zahlen. Da bei Division einer natürlichen Zahl durch
4 nur die vier Reste 0, 1, 2 und 3 möglich sind, gibt es nach dem Schubfachprinzip unter
den fünf Zahlen zwei Zahlen a und b, die bei Division durch 4 den gleichen Rest haben. Wir
bezeichnen diesen Rest mit r. Es gibt also natürliche Zahlen k und ℓ so, dass a = 4 · k+ r und
b = 4 · ℓ+ r gelten. Folglich gilt

a− b = (4 · k + r)− (4 · ℓ+ r) = 4 · (k − ℓ) .

Die Differenz a − b ist also durch 4 teilbar. Aus fünf natürlichen Zahlen lassen sich folglich
stets zwei Zahlen auswählen, deren Differenz durch 4 teilbar ist.

Teil b) Wir betrachten fünf natürliche Zahlen. Die möglichen Reste bei Division durch 3 sind
0, 1 und 2.

Fall 1: Bei Division der fünf natürlichen Zahlen jeweils durch 3 treten alle drei Reste 0, 1 und
2 auf.
Dann gibt es unter den fünf Zahlen drei Zahlen a, b und c, welche in dieser Reihenfolge
die Reste 0, 1 und 2 bei Division durch 3 haben. Es gibt also natürliche Zahlen k, ℓ und
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m so, dass a = 3 · k, b = 3 · ℓ+ 1 und c = 3 ·m+ 2 gelten. Für die Summe a+ b+ c der
drei Zahlen a, b und c gilt folglich

a+ b+ c = 3 · k + (3 · ℓ+ 1) + (3 ·m+ 2) = 3 · (k + ℓ+m+ 1) ,

weswegen a+ b+ c durch 3 teilbar ist.
Fall 2: Bei Division der fünf natürlichen Zahlen jeweils durch 3 tritt mindestens einer der drei

Reste 0, 1 und 2 nicht auf.
Da dann bei den fünf Zahlen höchstens zwei der drei möglichen Reste bei Division 3
vorkommen, gibt es nach dem Schubfachprinzip unter den fünf Zahlen drei Zahlen a, b
und c, die den gleichen Rest bei Division durch 3 haben. Wir bezeichnen diesen Rest
mit r. Es gibt also natürliche Zahlen k, ℓ und m so, dass a = 3 · k + r, b = 3 · ℓ+ r und
c = 3 ·m+ r gelten. Folglich gilt für die Summe a+ b+ c der drei Zahlen a, b und c

a+ b+ c = (3 · k + r) + (3 · ℓ+ r) + (3 ·m+ r) = 3 · (k + ℓ+m+ r) .

weswegen a+ b+ c durch 3 teilbar ist.

Da die Fallunterscheidung vollständig ist, ist gezeigt, dass sich aus fünf natürlichen Zahlen
stets drei Zahlen auswählen lassen, deren Summe durch 3 teilbar ist.

Teil c) Aus den vier natürlichen Zahlen 1, 3, 4 und 6 können durch Auswahl von drei der vier
Zahlen genau die Summen (1+3+4 = ) 8, (1+3+6 = ) 10, (1+4+6 = ) 11 und (3+4+6 = )
13 gebildet werden. Keine dieser vier Summen ist durch 3 teilbar. Aus vier natürlichen Zahlen
lassen sich folglich nicht immer drei Zahlen auswählen, deren Summe durch 3 teilbar ist.
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Punktverteilungsvorschläge

Die nachstehenden Angaben zur Punktverteilung sowohl für die gesamten Aufgaben als auch
für die Teillösungen sind Empfehlungen für die Ausrichter des Wettbewerbs und sollen einer
einheitlichen Bewertung dienen. Dies vereinfacht für die Schülerinnen und Schüler ein Nach-
vollziehen der Bewertung und ermöglicht für die Organisatoren Vergleiche zum Zweck der
Entscheidung über die Teilnahme an der nächsten Runde.
Bei der Vielfalt der Lösungsvarianten ist es nicht möglich, Vorgaben für jede Variante zu
machen; das Korrekturteam möge aus den Vorschlägen ableiten, welche Vergabe dem in der
Schülerlösung gewählten Ansatz angemessen ist. Dabei können auch Lösungsansätze, die an-
gesichts der Aufgabenstellung sinnvoll erscheinen, aber noch nicht erkennen lassen, ob sie
wirklich zu einer Lösung führen, einige Punkte erhalten.
Abweichungen von den Vorschlägen müssen von den Ausrichtern des Wettbewerbs ausrei-
chend bekannt gemacht werden. Es wird aber empfohlen, zumindest den prozentualen Anteil
der Punkte für Teillösungen beizubehalten.

Aufgabe 640811 Insgesamt: 6 Punkte
Angabe des Alters . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Vollständiger Nachweis, dass die Zahl eindeutig bestimmt ist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Aufgabe 640812 Insgesamt: 10 Punkte
Angabe geeigneter Zerlegungen der Flächen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Ergebnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Vollständige Begründung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 Punkte

Aufgabe 640813 Insgesamt: 12 Punkte
Geeigneter Ansatz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Reduktion der möglichen Zahlenpaare auf wenige Kandidaten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Punkte
Nachweis, dass die Lösungspaare tatsächlich Lösungen sind (Probe oder durch-
gängiger Schluss über äquivalente Aussagen) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Angabe aller Lösungspaare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte

Aufgabe 640814 Insgesamt: 12 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Punkte
Teil c) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
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Lösungen
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641011 Lösung 10 Punkte

Als Stammlösung bezeichnen wir eine Lösung mit nichtnegativen, aufsteigend angeordneten
Komponenten, also eine solche mit 0 ≤ x ≤ y ≤ z. Zu jeder Lösung gibt es genau eine Stamm-
lösung, die man erhält, wenn man zu Beträgen übergeht und dann das Tripel aufsteigend
anordnet.

Umgekehrt können aus den Stammlösungen alle anderen Lösungen durch Permutation und
Vorzeichenwechsel gewonnen werden, was in jedem Fall genauer zu untersuchen ist.

Teil a) Es gibt offensichtlich keine Stammlösungen mit z ≤ 1 oder z ≥ 3. Also muss für
eine Stammlösung z = 2 gelten und weiter x2 + y2 = 1. Die einzige Stammlösung ist also
(x, y, z) = (0, 1, 2), woraus durch Vorzeichenwechsel vier Lösungen (x, y, z) = (0,±1,±2) und
daraus durch Permutation insgesamt 6 ·4 = 24 verschiedene Lösungen erzeugt werden können.
Die Gleichung x2 + y2 + z2 = 5 hat also genau 24 ganzzahlige Lösungen.

Teil b) Es gibt offensichtlich keine Stammlösungen mit z ≤ 1 oder z ≥ 4. Also muss für eine
Stammlösung z = 2 oder z = 3 gelten.

Ist in einer Stammlösung z = 3, so muss x2 + y2 = 0 sein, was zur Stammlösung (x, y, z) =
(0, 0, 3) führt, aus der durch Vorzeichenwechsel und Permutation insgesamt 6 Lösungen erzeugt
werden können: (0, 0, 3), (0, 0,−3), (0, 3, 0), (0,−3, 0), (3, 0, 0) und (−3, 0, 0).

Ist in einer Stammlösung z = 2, so gilt x2+ y2 = 5. Damit muss y = 2 sein und x = 1, woraus
sich die einzige Stammlösung (x, y, z) = (1, 2, 2) ergibt.

Um alle Lösungen aus dieser Stammlösung zu ermitteln, wird eine Fallunterscheidung bezüg-
lich der Anzahl a der positiven Zahlen im Tripel durchgeführt.

Fall 1: a = 3: Durch Vertauschungen (Permutationen) erhalten wir aus (1, 2, 2) noch zwei
weitere Lösungen: (2, 1, 2) und (2, 2, 1).

Fall 2: a = 2: Ausgangspunkt der Überlegungen sind die drei Lösungen (−1, 2, 2), (1,−2, 2)
und (1, 2,−2). Aus der ersten erhält man durch Vertauschen zwei weitere Lösungen:
(2,−1, 2) und (2, 2,−1).
Vertauschungen von (1,−2, 2) ergeben fünf weitere Lösungen: (1, 2,−2), (−2, 1, 2),
(−2, 2, 1), (2, 1,−2) und (2,−2, 1), also insgesamt sechs Lösungen.
Die Permutationen von (1, 2,−2) führen auf dieselben sechs Lösungen.

Fall 3: a = 1: Hier gehen wir von den drei Lösungen (−1,−2, 2), (−1, 2,−2) und (1,−2,−2)
aus. Permutiert man (−1,−2, 2), so erhält man fünf weitere Lösungen: (−1, 2,−2),
(−2,−1, 2), (−2, 2,−1), (2,−1,−2) und (2,−2,−1). Die Permutationen von (−1, 2,−2)
führen auf dieselben sechs Lösungen.
Aus (1,−2,−2) ergeben sich weiterhin (−2, 1,−2) und (−2,−2, 1). Insgesamt sind es in
diesem Fall neun Lösungen.
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Fall 4: a = 0: Die zugehörigen Lösungen sind hier die Tripel (−1,−2,−2), (−2,−1,−2) und
(−2,−2,−1).

An der Aufzählung der Lösungen in den Fällen wird deutlich, dass keine Lösung doppelt
auftritt.

Weiterhin kann keine Lösung fehlen, denn bei der Untersuchung der einzelnen Fälle wurden
durch die Systematik alle Möglichkeiten erfasst.

Die Gesamtzahl der ganzzahligen Lösungen beträgt in diesem Aufgabenteil also 6 + 3 + 3 +
6 + 9 + 3 = 30.

641012 Lösung 10 Punkte

Den Kreis nennen wir k und das Viereck bezeichnen wir mit ABCD . Wir bezeichnen die Länge
des Durchmessers von k mit d, die Länge des Radius mit r.

Liegen nicht alle vier Eckpunkte des konvexen Vierecks ABCD auf dem Rand des Kreises, so
lässt sich wie folgt ein Viereck A1B1C1D1 in k mit größerem Flächeninhalt finden: Wähle einen
Punkt P im Inneren des Vierecks ABCD . Die Strahlen

−→
PA,

−→
PB ,

−→
PC und

−→
PD schneiden die

Kreislinie k in A1, B1, C1 und D1. Diese Schnittpunkte der Strahlen mit dem Kreis stimmen
mit den zugehörigen Eckpunkten überein oder liegen außerhalb der Strecken PA, PB , PC bzw.
PD . Damit ist die Vierecksfläche ABCD eine echte Teilmenge der Vierecksfläche A1B1C1D1

und A1B1C1D1 hat folglich einen größeren Flächeninhalt als ABCD . Außerdem ist A1B1C1D1

als Sehnenviereck konvex.

Es sei nun A1B1C1D1 ein beliebiges Sehnenviereck in k. Die Mittelsenkrechte von A1C1 geht
durch den Mittelpunkt M des Kreises und schneidet die Kreislinie k in den Punkten B und
D (siehe Abbildung L 641012 a). B und D sind diejenigen Punkte der Bögen A1C1

⌢
bzw. C1A1
⌢

mit dem größten Abstand zu A1C1, da die Parallelen durch B bzw. D zu A1C1 den Kreis
tangieren und damit alle anderen Punkte auf dem jeweiligen Bogen im Inneren des Streifens
liegen, den A1C1 und die Tangente bilden (Abbildung L 641012 a).

A1

B1

C1

D1

M

B

D

L641012 a

Bei beliebigen fest vorgegebenen Kreispunkten A1 und C1 ist also das Viereck A1BC1D das
mit dem größtmöglichen Flächeninhalt, und BD ist ein senkrecht auf A1C1 stehender Kreis-
durchmesser der Länge d. Das Viereck hat den Flächeninhalt 1

2
· d · A1C1. Der Inhalt wird

maximal, wenn auch A1C1 maximal und damit gleich d wird (Abbildung L 641012 b).
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Die dabei erhaltenen Punkte A und C lassen ein Viereck ABCD mit maximalen Flächenin-
halt entstehen, bei dem die Diagonalen gleich lang sind, einander halbieren und aufeinander
senkrecht stehen. Ein Viereck mit diesen Eigenschaften ist ein Quadrat.

Lösungsvariante: Der Flächeninhalt eines k einbeschriebenen Quadrats ergibt sich zu 2r2

und ist somit größer als die Hälfte des Flächeninhalts des Kreises. Ist der Kreismittelpunkt M
nicht im Viereck enthalten, so ist die Vierecksfläche kleiner als die halbe Fläche des Kreises k
und somit nicht maximal.

Wenn das Sehnenviereck ABCD auch den Kreismittelpunkt M enthält, ist sein Flächenin-
halt gleich der Summe der Dreiecksflächen von AMB , BMC , CMD und DMA. AMB ist ein
gleichschenkliges Dreieck mit Schenkellänge r, sein Flächeninhalt also nach Sinussatz gleich
AAMB = 1

2
r2 sin(α), wobei α die Größe des Winkels an der Spitze ist. Der Flächeninhalt wird

maximal, wenn AMB auch rechtwinklig ist, weil dann sin(α) den größtmöglichen Wert hat.
Gleiches gilt für die anderen drei Teildreiecke. Sind A,B ,C ,D die Endpunkte von zwei Durch-
messern von k, die senkrecht aufeinander stehen, so sind die vier Teildreiecke gleichschenklig-
rechtwinklig. Der Flächeninhalt dieses Vierecks ABCD ist also maximal. Dieses Viereck ist
aber ein Quadrat.

641013 Lösung 10 Punkte

Teil a) Siehe Abbildung L 641013 a. Das Viereck ABCD ist ein Quadrat, da all seine Seiten
parallel zu den Koordinatenachsen liegen und alle Seiten 21 lang sind. Die Dreiecke HAE ,
EBF , FCG und GDH sind kongruent, da sie in zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel
übereinstimmen. Der Flächeninhalt von □ABCD wird auf zwei verschiedenen Wegen berech-
net. Es ist AABCD = 212 = 441, weil □ABCD ein Quadrat ist, und AABCD = 4·AHAE+AEFGH ,
weil sich das Viereck □ABCD aus diesen fünf Teilflächen zusammensetzt.

Aus AHAE = 1
2
· 9 · 12 = 54 ergibt sich AEFGH = 441− 4 · 54 = 225 = 152.

Das Viereck EFGH ist ebenfalls ein Quadrat, da erstens all seine Seiten als Hypotenusenlängen
kongruenter rechtwinkliger Dreiecke gleich lang sind. Zweitens ergibt sich aus der Kongruenz
der Dreiecke HAE und EBF , dass |�HEA| = |�EFB | gilt. Wegen |�HEA| + |�FEH | +
|�BEF | = 180◦ ist |�FEH | = 180◦− (|�HEA|+ |�BEF |) = 180◦− (|�EFB |+ |�BEF |) =
90◦, weil im Dreieck EBF der Innenwinkel FBE ein rechter Winkel ist. Die Seitenlänge des
Quadrates EFGH ist daher 15.
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Lösungsvariante: Jede Seite des Vierecks EFGH ist Hypotenuse eines anliegenden rechtwink-
ligen Dreiecks. Die Länge jeder dieser Hypotenusen lässt sich mit dem Satz des Pythagoras
als

√
92 + 122 = 15 auf die gleiche Weise berechnen. Somit ist EFGH zunächst ein Rhombus.

Die Gerade durch die Punkte E und F hat den Anstieg m1 =
12
9
, während die Gerade durch

die Punkte F und G den Anstieg m2 = − 9
12

hat. Wegen m1 ·m2 = −1 gilt EF ⊥ FG , somit
ist der Rhombus EFGH sogar ein Quadrat.

A E B

F

CGD

H

x2

y

2

L641013 a

Teil b) Siehe Abbildung L 641013 b. Das Dreieck BCD ist nach Konstruktion rechtwinklig
mit dem rechten Winkel in C . Die Kathetenlängen betragen |BC | = 12 und |CD | = 9.
Die Hypotenusenlänge ist dann, wie unter a) gezeigt, |BD | = 15. Aus der Aufgabenstellung
ergibt sich, dass auch das Dreieck ABE rechtwinklig mit dem rechten Winkel in A ist. Die
Kathetenlängen betragen |AB | = 12 und |AE | = 16. Damit sind die Dreiecke BCD und EAB
ähnlich, weil sie im rechten Winkel und in den Verhältnissen der einander entsprechenden
Schenkellängen übereinstimmen, denn es ist |EA| : |BC | = 16 : 12 = 4 : 3 und |AB | : |CD | =
12 : 9 = 4 : 3. Damit erhalten wir |EB | = |BD | · 4

3
= 15 · 4

3
= 20.

Weil die Dreiecke BCD und EAB ähnlich sind, ist der Winkel �DBE mit einer analogen Be-
gründung zu a) auch ein rechter Winkel. Und die Dreiecke EBD und BCD sind auch ähnlich,
weil sie im rechten Winkel und in den Verhältnissen der einander entsprechenden Schenkellän-
gen übereinstimmen, denn |EB | : |BC | = 20 : 12 = 5 : 3 und |BD | : |CD | = 15 : 9 = 5 : 3. Al-
so sind einander entsprechende Innenwinkel gleich: |�EDB | = |�BDC |. Der Winkel �EDC
wird somit durch die Strecke DB halbiert.

Lösungsvariante: Die Geraden EB und CD schneiden sich im Punkt S (25,−14), wobei B
der Mittelpunkt von ES ist. Aus den Punktkooordinaten lassen sich die Längen |ED | und
|DS | mit dem gemeinsamen Wert 25 berechnen. Das Dreieck SDE ist also gleichschenklig. Die
Seitenhalbierende DB ist damit gleichzeitig die Symmetrieachse dieses Dreiecks und damit
auch Winkelhalbierende des Winkels zwischen den Schenkeln.
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641014 Lösung 10 Punkte

Teil a) Für n = 9 erhalten wir

y =
9 · 10 · 11 · 12

4
=

9 · 12
2

· 10 · 11
2

= 54 · 55.

Die aufeinanderfolgenden Zahlen lauten 54 und 55.

Wir setzen n = 2025 ein und erhalten

y =
2025 · 2026 · 2027 · 2028

4
.

Wir formen diesen Bruch um:

y =
2025 · 2028

2
· 2026 · 2027

2
= (2025 · 1014) · (1013 · 2027)
= 2 053 350 · 2 053 351

mit den beiden aufeinanderfolgenden Faktoren 2 053 350 und 2 053 351.

Teil b) Im allgemeinen Fall formen wir den Bruch in analoger Weise um.

y =
n · (n+ 1) · (n+ 2) · (n+ 3)

4

=
n · (n+ 3)

2
· (n+ 1)(n+ 2)

2

=
n2 + 3n

2
·
(
n2 + 3n

2
+ 1

)
.

Dabei ist n2+3n
2

eine ganze Zahl, weil einer der Faktoren im Zähler von n·(n+3)
2

eine gerade Zahl
ist. Damit ist n2+3n

2
+ 1 der Nachfolger der ganzen Zahl n·(n+3)

2
.

Lösungsvariante: Setzt man in den Term der Reihe nach für n die natürlichen Zahlen 1, 2, 3,
4 ein, erhält man die Termwerte in der zweiten Zeile der Tabelle, welche bereits entsprechend
der Aufgabenstellung faktorisiert sind.
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n 1 2 3 4

y 2 · 3 5 · 6 9 · 10 14 · 15

Die Folge der zweiten Faktoren (3, 6, 10, 15) lässt sich als Dreieckszahlen mit der Formel
(n+1)·(n+2)

2
identifizieren. Dann müsste der jeweils erste Faktor um 1 kleiner sein und ergibt

nach Umformung

(n+ 1) · (n+ 2)

2
− 1 =

(n+ 1)(n+ 2)− 2

2
=

n2 + 3n

2
=

n · (n+ 3)

2
.

Hieraus ist erkennbar, dass beide Faktoren multipliziert y ergeben und dass sich beide Faktoren
um 1 unterscheiden, was der Behauptung entspricht.

641015 Lösung 10 Punkte

Pro Minute leert die Ziege 1
80

der Fläche. Schaf und Ziege schaffen in einer Minute 1
50

der
Fläche. Das Schaf schafft in dieser Zeit 1

50
− 1

80
= 3

400
der Fläche.

5 Schafe und 2 Ziegen fressen pro Minute 5 · 3
400

+ 2 · 1
80

= 15
400

+ 10
400

= 25
400

= 1
16

der Fläche.

Das Abfressen der Wiese dauert bei 5 Schafen und 2 Ziegen also 16 Minuten.

641016 Lösung 10 Punkte

Teil a) Wir bezeichnen die neun Zahlen mit a, b, c, d, e, f , g, h, i und berechnen die Summen
der drei geradlinigen Abschnitte.

i a b f

c

d e

h g

L641016 a

Die drei Abschnittssummen sind dann i+a+ b+f = s, d+a+ c+g = s und e+ b+ c+h = s.
Addiert man diese drei Gleichungen, so folgt (a+b+c+d+e+f+g+h+ i)+(a+b+c) = 3s.
Setzt man die gegebenen Werte für die Variablen ein, dann ergibt sich 9 · 2020+ 1+ 2+ · · ·+
9 + (a+ b+ c) = 3s bzw. umgeformt 3 · 2020 + 15 + a+b+c

3
= s. Der kleinste Wert für s (smin)

ergibt sich, wenn man die kleinsten Werte für a, b und c und der größte Wert von s (smax),
wenn man die größten Werte dieser Variablen einsetzt:

smin = 6075 +
2021 + 2022 + 2023

3
= 8097,

smax = 6075 +
2027 + 2028 + 2029

3
= 8103.

Wir tragen in die Felder lediglich die Zahlen 1, 2, 3, . . . , 9 ein. Die gewünschten Zahlen erhalten
wir, indem wir jeweils 2020 addieren.
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Die Abschnittssumme s in Abbildung L 641016 b hat den maximalen Wert 23+4·2020 = 8103.

5 7 8 3

9

6 2

4 1

L641016 b

Die Abschnittssumme s in Abbildung L 641016 c hat den minimalen Wert 17+4 ·2020 = 8097.

Hinweis: Der Nachweis für die Existenz von s = 8097 ist natürlich auch erbracht, wenn man
oben zufällig dieses Beispiel gefunden hat.

9 1 2 5

3

6 8

4 7

L641016 c

Wie oben hergeleitet, ist der Wert 8104 für s nicht möglich.

Teil b) Wegen 1+21+22+23+· · ·+27 = 28−1 = 255 < 28 gibt es keine korrekte Beschriftung
der Figur. Gäbe es eine, so ist 28 in höchstens zwei Abschnittssummen ein Summand und fehlt
zumindest in einer anderen. Eine Summe ohne diesen Summanden ist immer kleiner als die
Summe(n) mit 28. Für s gibt es daher keine Werte.

Lösungsvariante: Die Zahl 1 ist die einzige ungerade Zahl unter den neun Zahlen. Es gibt
also einen geradlinigen Abschnitt, in welchem die 1 enthalten ist, und einen anderen, der nur
gerade Zahlen enthält. s kann aber nicht zugleich gerade und ungerade sein.

Weitere Lösungsvariante: Wir ordnen jedem Abschnitt ein Bitmuster aus 9 Bits zu, in dem
0 für das Fehlen und 1 für das Vorhandensein der jeweiligen Zweierpotenz steht. Jedes dieser
Bitmuster (mit jeweils vier Einsen und fünf Nullen) beschreibt die Abschnittssumme s als
Zahl im Positionssystem zur Basis 2. Wenn alle Abschnittssummen gleich wären, müssten alle
Abschnitte das gleiche Bitmuster haben. Das ist aber unmöglich, weil keine Zweierpotenz in
allen drei Abschnitten vorhanden ist.
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Punktverteilungsvorschläge

Die nachstehenden Angaben zur Punktverteilung sowohl für die gesamten Aufgaben als auch
für die Teillösungen sind Empfehlungen für die Ausrichter des Wettbewerbs und sollen einer
einheitlichen Bewertung dienen. Dies vereinfacht für die Schülerinnen und Schüler ein Nach-
vollziehen der Bewertung und ermöglicht für die Organisatoren Vergleiche zum Zweck der
Entscheidung über die Teilnahme an der nächsten Runde.
Bei der Vielfalt der Lösungsvarianten ist es nicht möglich, Vorgaben für jede Variante zu
machen; das Korrekturteam möge aus den Vorschlägen ableiten, welche Vergabe dem in der
Schülerlösung gewählten Ansatz angemessen ist. Dabei können auch Lösungsansätze, die an-
gesichts der Aufgabenstellung sinnvoll erscheinen, aber noch nicht erkennen lassen, ob sie
wirklich zu einer Lösung führen, einige Punkte erhalten.
Abweichungen von den Vorschlägen müssen von den Ausrichtern des Wettbewerbs ausrei-
chend bekannt gemacht werden. Es wird aber empfohlen, zumindest den prozentualen Anteil
der Punkte für Teillösungen beizubehalten.

Aufgabe 641011 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte

Begründung, dass |x|, |y| und |z| je einen anderen Wert aus
{0, 1, 2} annehmen müssen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Berücksichtigung von Permutationen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Berücksichtigung von negativen Werten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
richtiges Ergebnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Punkte
Fälle 0 + 0 + 9 und 1 + 4 + 4 erkannt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Anzahl der Möglichkeiten für 0 + 0 + 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Anzahl der Möglichkeiten für 1 + 4 + 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
richtiges Ergebnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Aufgabe 641012 Insgesamt: 10 Punkte
Aussage, dass alle Eckpunkte auf dem Kreis liegen müssen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Beweis dieser Aussage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Nachweis des Quadrats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Punkte

(Es ist hier auch möglich, vom Quadrat ausgehend zu zeigen, dass alle ande-
ren Sehnenvierecke einen kleineren Inhalt haben müssen. Dann muss darauf
geachtet werden, dass tatsächlich jede mögliche Lageänderung der Eckpunkte
in Betracht gezogen wird.)
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Aufgabe 641013 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte

Bestimmung der gesuchten Seitenlänge . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Nachweis, dass EFGH gleich lange Seiten hat . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Nachweis, dass EFGH sogar ein Quadrat ist . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Punkte
Bestimmung von zielführenden Streckenlängen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Ähnlichkeit der Dreiecke oder vergleichbare Aussagen . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Abschluss des Beweises der Behauptung . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte

Aufgabe 641014 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte

Produktdarstellung für n = 9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Produktdarstellung für n = 2025 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte

Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5 Punkte
Angabe der Faktoren; Nachweis der Differenz 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Begründung ihrer Ganzzahligkeit . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Zusammenführung der Argumente . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Aufgabe 641015 Insgesamt: 10 Punkte
Fressleistung einer Ziege in einem gewählten Zeitraum bestimmen . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Fressleistung eines Schafes im gleichen Zeitraum bestimmen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
Schlussfolgerung für alle beteiligten Tiere, Ergebnis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte

Aufgabe 641016 Insgesamt: 10 Punkte
Teil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 Punkte

Angabe einer Verteilung und ihrer Abschnittssumme s . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Probe (alle Abschnitte mit gleicher Summe) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Nachweis der Existenz von s = 8097 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Nachweis der Nichtexistenz von s = 8104 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte

Teil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
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641211 Lösung 10 Punkte

Erste Lösung: Für ganze Zahlen u und v sind die beiden Ungleichungen u < v und u ≤ v− 1
äquivalent. Es gelten deshalb e ≤ 9, d ≤ 8, c ≤ 7, b ≤ 6, a ≤ 5 und c ≥ a + 2. Weiterhin
müssen c und bd+ 1 jeweils Teiler von ae sein.

Es wird nun eine vollständige Fallunterscheidung für a durchgeführt.

Fall a = 1: Dann ist ae = 1, aber (bd+ 1)c > c > 1. Somit ist die Gleichung nicht erfüllt.
Fall a = 2: Dann ist ae eine Potenz von 2, also sind als Teiler von ae sowohl c als auch bd+ 1

Zweierpotenzen. Wegen 2 = a < c ≤ 7 ist nur c = 4 möglich. Der einzige Wert, der für b
dann noch verbleibt, ist b = 3, und es muss c+ 1 = 5 ≤ d ≤ 8 gelten. Es wird nun eine
Fallunterscheidung für d durchgeführt.
Fall d = 5: Dann ist (bd+ 1)c = (3·5 + 1) · 4 = 16 · 4 = 24 · 22 = 26, also e = 6.

Es ergibt sich somit a = 2, b = 3, c = 4, d = 5 und e = 6, was offenbar eine Lösung
der Aufgabe ist.

Fall d = 6: Dann ist bd+ 1 = 3·6 + 1 = 19, also keine Zweierpotenz.
Fall d = 7: Dann ist bd+ 1 = 3·7 + 1 = 22, also keine Zweierpotenz.
Fall d = 8: Dann ist bd+ 1 = 3·8 + 1 = 25, also keine Zweierpotenz.

Fall a = 3: Dann ist ae eine Potenz von 3 und somit auch c eine Dreierpotenz. Da aber 5 ≤
c ≤ 7 gilt, gibt es in diesem Fall keine Lösung.

Fall a = 4: Dann ist ae eine Potenz von 2, die jedoch für c = 6 durch 3 und für c = 7 durch 7
teilbar sein müsste. Es gibt somit auch hier keine Lösung.

Fall a = 5: Dann muss c = 7 sein, was kein Teiler von ae = 5e ist.

Somit gibt es genau eine Lösung, nämlich a = 2, b = 3, c = 4, d = 5 und e = 6.

Zweite Lösung: Angenommen, (a, b, c, d, e) erfüllt alle Bedingungen der Aufgabe. Dann ist c
ein Teiler von ae. Weiterhin folgt

1 ≤ a ≤ b− 1 ≤ c− 2 ≤ d− 3 ≤ e− 4 ≤ 9− 4 = 5 ,

also 1 ≤ a ≤ 5 und a+ 2 ≤ c ≤ 7.

In allen Möglichkeiten, a = 1, 2, 3, 4 = 22 und 5, besitzt a keinen oder genau einen Primteiler,
was dann auch für c gelten muss. Wenn c eine Primzahl ist, muss folglich a eine Potenz von c
sein. Dann gilt also c ≤ a ≤ c− 2, was einen Widerspruch darstellt.

Im Intervall [3, 7] sind nun 3, 5 und 7 Primzahlen, und 6 = 2 · 3 besitzt zwei Primteiler.
Es muss also c = 4 = 22 und, wegen 1 ≤ a ≤ c − 2 = 2 und 4 = c | ae, a = 2 gelten.
Aus a = 2 < b < c = 4 ergibt sich dann eindeutig b = 3.

Eingesetzt in die Gleichung verbleibt 2e = (3d+1)·4. Aus 4 < d < 10 folgt für die Zweierpotenz
3d+ 1 dann

23 = 8 < 13 = 3 · 4 + 1 < 3d+ 1 < 3 · 10 + 1 = 31 < 32 = 25 , (1)
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also 3d + 1 = 24 = 16 und damit d = 5. Schließlich ergibt sich 2e = (3 ·5 + 1) · 4 = 64 und
somit e = 6.

Tatsächlich gelten dafür a < b < c < d < e und ae = (bd+ 1)c = 64.

Es gibt somit genau eine Lösung, nämlich (a, b, c, d, e) = (2, 3, 4, 5, 6).

Dritte Lösung: Angenommen, fünf positive ganze Zahlen mit a < b < c < d < e < 10 erfüllen
die Gleichung aus der Aufgabenstellung. Dann folgen

1 ≤ a ≤ b− 1 ≤ c− 2 ≤ d− 3 ≤ e− 4 ≤ 9− 4 = 5 (2)

und

aa+4 ≤ ae = (bd+ 1)c ≤ (6 · 8 + 1) · 7 = 49 · 7 < 81 · 27 = 33+4 ,

d. h. a < 3. Außerdem folgt mit (2) auch ae = (bd + 1) · c > c > 1, also a > 1. Es verbleibt
somit a = 2 als einzige Möglichkeit.

Damit sind sowohl c als auch bd+1 Potenzen von 2. Die Ungleichung 3 = a+1 < c ≤ 7 erfüllt
c = 4 = 22 als einzige Zweierpotenz. Aus (2) ergibt sich dann b = 3.

Wie in der zweiten Lösung erkennt man nun mithilfe der Ungleichung (1), dass d = 5 und
schließlich e = 6 gelten muss.

Es gibt genau eine Lösung, nämlich (a, b, c, d, e) = (2, 3, 4, 5, 6).

641212 Lösung 10 Punkte

Erste Lösung: In jedem Quadrat haben die Diagonalen Winkel von 45◦ zu den Seiten, und das
Längenverhältnis von Diagonale zu Seite ist

√
2. Folglich lässt sich für den geforderten Punkt

R die Strecke AR konstruieren, indem mit dem Zentrum in A die Strecke AP um 45◦ gedreht
und mit dem Faktor

√
2 gestreckt wird. Für eine solche Konstruktion gibt es je nach Drehsinn

genau zwei Realisierungen. Dabei bewegt eine positiv orientierte Drehung den Eckpunkt B ,
eine negativ orientierte dagegen D in das Innere von □ABCD . Bei negativer Drehrichtung
entsteht aus AP die Strecke AR′, bei positiver AR′′, siehe Abb. L 641212 a.

Teil a) Weil DP ∥ AB mit |DP | ≤ |DC | = |AB | ist, folgt 0 ≤ δ = |�PAD | ≤ 45◦. Weiterhin
gilt |AB | = |AD | ≤ |AP |, da entweder P = D ist oder AP die Hypotenuse im rechtwinkligen
Dreieck APD darstellt. Insgesamt gelten also

0 < |AB | ≤ |AP | und 45◦ = |�R′AP | ≤ |�BAP | = 90◦− δ ≤ 90◦ .

Das heißt, der Punkt B liegt innerhalb oder auf dem Rand eines Sektors eines Achtelkreises
vom Radius |AP |, der vollständig im Quadrat mit der Diagonale AR′ liegt und mit dem zweiten
Quadrat nur den Punkt A, der verschieden von B ist, gemeinsam hat, siehe Abb. L 641212 a.

Durch die Forderung, dass B das Quadrat q nicht berührt, ergibt sich somit R = R′′, und das
Quadrat q ist eindeutig bestimmt.
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Teil b) Es sei nun C ′D ′ das Bild der Strecke CD unter der Drehstreckung um A mit dem
Drehwinkel 45◦ im mathematisch positiven Drehsinn und dem Streckungsfaktor

√
2. Es liegen

dann alle Punkte R = R′′, die auf die in der Aufgabenstellung beschriebene Weise konstruiert
werden können, auf der Strecke C ′D ′, vgl. Abbildung L 641212 b.

Es sei nun umgekehrt R ein beliebiger Punkt auf C ′D ′. Dann findet man nach einer Drehstre-
ckung mit dem Zentrum A um 45◦ in mathematisch negativer Richtung mit einem Faktor 1/

√
2

einen Punkt P , der wegen der Ähnlichkeit der Dreiecke ARD ′ und APD auf der Quadratseite
DC liegt und für den somit P und R die Bedingungen der Aufgabe erfüllen.

Antwort: Die gesuchte Menge ist eine Strecke. Sie entsteht aus der Strecke CD durch die Dreh-
streckung um A mit Drehwinkel 45◦ im mathematisch positiven Drehsinn und Streckungsfaktor√
2.

Zweite Lösung: Die Gerade g = AD zerlegt die Ebene in zwei Halbebenen, von denen die-
jenige die rechte heißen soll, die den Punkt B enthält. Die andere liege links. Dann liegt das
gesamte Quadrat ABCD rechts, siehe Abb. L 641212 c.

Teil a) Über der Strecke AP lassen sich offenbar genau zwei Quadrate konstruieren. Betrach-
tet wird zunächst das Quadrat AS ′R′P , das vollständig in der rechten Halbebene liegt.

Im Dreieck △ABP gilt 90◦ ≥ |�BAP | ≥ |�BAC | = 45◦, 90◦ ≥ |�PBA| ≥ |�DBA| = 45◦

und damit

|�APB | = 180◦− |�BAP | − |�PBA| ≤ 180◦− 2 · 45◦ = 90◦ ;

das Dreieck ABP ist also nicht stumpfwinklig, und der Fußpunkt H der Höhe von B ist ein
Punkt der gegenüberliegenden Dreiecksseite AP , vgl. Abb. L 641212 c.

Katheten in rechtwinkligen Dreiecken haben die Länge null oder die Länge der Hypotenuse,
wenn der gegenüberliegende bzw. der anliegende Winkel zu 0◦ entarten, sonst sind sie stets
kürzer als die Hypotenuse. Da |�BAP | > 0◦ gilt, folgt in den Dreiecken ABH und APD

0 < |BH | ≤ |AB | = |AD | ≤ |AP | = |AS ′| .

Der Punkt B ist somit ein Punkt des Quadrats AS ′R′P und hat zur Strecke |AP | einen posi-
tiven Abstand |BH |. Das in der Aufgabenstellung beschriebene Quadrat ist damit eindeutig
das linke, also □APRS , vgl. Abb. L 641212 d.
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Teil b) Es seien APRS das linke Quadrat, und A′ und C ′ seien die Bilder der Punkte A
bzw. C unter der Punktspiegelung am Punkt D , siehe Abb. L 641212 d. Es wird im Folgenden
gezeigt, dass die gesuchte Menge die Strecke A′C ′ ist, die Hypotenuse des gleichschenklig-
rechtwinkligen Dreiecks A′C ′D .

Laut Aufgabenstellung gilt |�PAD | ≤ |�CAD | = 45◦ = |�PAR|. Der Punkt R liegt also
auf g, falls P = C ist, und sonst in der linken Halbebene. Das Lot von R auf die Gerade CC ′

besitzt einen Fußpunkt L, der folglich mit D zusammenfällt oder links von D liegt.

Weiterhin sind nach Konstruktion bzw. Aufgabenstellung �PLR und �ADP rechte Winkel,
und es gilt |�RPL| = 90◦ − |�DPA| = |�PAD |. Die Dreiecke PRL und APD sind somit
ähnlich. Da die Hypotenusen AP und PR Seiten desselben Quadrates sind, sind sie sogar
kongruent.

Damit gilt |LP | = |DA| = |CD | = |C ′D |. Also muss L ein Punkt der Strecke C ′D sein, und
es gilt

|C ′L| = |C ′D | − |LD | = |LP | − |LD | = |DP | = |LR| .

Das rechtwinklige Dreieck RC ′L ist also gleichschenklig und damit ähnlich zum Dreieck A′C ′D ,
was zeigt, dass der Punkt R auf der Strecke A′C ′ zu liegen kommt.

Es sei nun umgekehrt R ein beliebiger Punkt von A′C ′ und L wieder der Fußpunkt des Lotes
von R auf C ′C . Dann existiert ein Punkt P auf CD mit |DP | = |C ′L| = |LR|. Weiterhin gilt

|LP | = |DP | + |LD | = |C ′L| + |LD | = |C ′D | = |CD | = |AD | .

Die rechtwinkligen Dreiecke APD und PRL sind somit kongruent. Es folgt |AP | = |PR| und
|�RPA| = |�RPL| + |�LPA| = |�PAD | + |�DPA| = 90◦. Es sind damit A, P und R die
Ecken eines gleichschenklig-rechtwinkligen Dreiecks mit rechtem Winkel bei P . Dieses kann
zu einem Quadrat APRS ergänzt werden.

Schließlich liegt R links von g oder auf g. Damit liegt das Quadrat APRS auch links von
AP und enthält den Punkt B weder im Inneren noch auf dem Rand, sodass jeder Punkt der
Strecke A′C ′ als Punkt R infrage kommt.

Antwort: Die gesuchte Menge ist die Strecke A′C ′, wobei A′ und C ′ die Bilder der Punkte A
bzw. C unter der Punktspiegelung an D sind.

Dritte Lösung: In einem kartesischen Koordinatensystem mit dem Koordinatenursprung in
D zeige die x-Achse in Richtung DA nach rechts und die y-Achse in Richtung DC nach oben.
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Die Seitenlänge |AB | sei als Einheit gewählt und p = |DP | gesetzt. Nach Aufgabenstellung
gilt 0 ≤ p ≤ 1.

Die Seiten des über der Strecke AP zu konstruierenden Quadrats q sind parallel zur Gera-
den AP bzw. senkrecht dazu, siehe Abb. L 641212 e.
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Für einen festen Punkt P(0 | p) hat AP den Anstieg −p. Alle Parallelen dazu sind die Geraden

ga : y = −px+ a .

Dabei ist (0 | a) der Schnittpunkt von ga mit der y-Achse. Ein Beispiel ist die Gerade AP = gp.

Die Senkrechten zu gp haben für p ̸= 0 den Anstieg 1/p, also eine Gleichung der Form y =
x/p + c, und sind für p = 0 parallel zur y-Achse, dann gilt eine Gleichung x = b. Setzt
man b = −pc für p ̸= 0 und stellt nach x um, so ergeben sich für die Senkrechten zu gp die
Gleichungen

hb : x = py + b

einheitlich für alle 0 ≤ p ≤ 1. Hierbei ist (b | 0) der Schnittpunkt von hb mit der x-Achse.

Der Punkt (x | y) ist genau dann der Schnittpunkt der beiden Geraden ga und hb, wenn die
Parameter auf die Werte a = px+ y und b = x− py gesetzt werden.

Damit liegen die Punkte A(1 | 0) und P(0 | p), die ja beide gp angehören, auf h1 bzw. h−p2 . Der
Abstand der Schnittpunkte A und T von h1 und h−p2 mit der x-Achse beträgt |AT | = p2 +1.
Zwei parallele Geraden ha1 und ha2 haben damit genau dann voneinander den Abstand |AP |,
wenn |a2 − a1| = p2 + 1 gilt.

Bei einer Drehung um 90◦ im positiven Drehsinn um den Koordinatenursprung gehen die
Geraden ga in die dazu senkrechten Geraden ha über, siehe Abb. L 641212 f. Abstände bleiben
erhalten, Schnittpunkte von ga mit der y-Achse werden zu Schnittpunkten von ha mit der
x-Achse. Also haben auch zwei Geraden gb1 und gb2 den Abstand |AP | genau dann, wenn
|b2 − b1| = p2 + 1 ist.

Für die zu konstruierenden weiteren Eckpunkte des Quadrats q kommen also nur die Schnitt-
punkte der Geraden h1 und h−p2 mit den beiden Geraden gp±(p2+1) infrage.

Teil a) Für a1 > a2 liegt ga1 oberhalb von ga2 . Analog folgt aus b1 > b2, dass hb1 rechts von
hb2 liegt. Damit können zueinander parallele Geraden nach ihrer Lage geordnet werden.
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Für B(1 | 1) ergeben sich die Parameter a = 1 + p und b = 1− p. Im Punkt B schneiden sich
also die Geraden g1+p und h1−p.

Weiterhin gelten für 0 ≤ p ≤ 1

p < 1 + p ≤ p2 + p+ 1 und − p2 =
1

4
− p−

(
p− 1

2

)2

< 1− p ≤ 1 .

Demnach liegt B einerseits oberhalb der Geraden gp, aber nicht oberhalb von gp2+p+1, und
andererseits zwischen h−p2 und h1. Der Punkt B berührt damit das von diesen vier Geraden
begrenzte Quadrat.

Das Quadrat, das von den Geraden h1, h−p2 , gp und g−p2+p−1 begrenzt wird, liegt dagegen auf
oder unterhalb von gp und berührt den Punkt B nicht, denn man hat

−p2 + p− 1 < p < 1 + p .

Das gesuchte Quadrat ist damit eindeutig das Viereck APRS . Dabei ist R der Schnittpunkt von
g−p2+p−1 und h−p2 , und S ist der Schnittpunkt von g−p2+p−1 und h1. Aus y = −px− p2+ p− 1
und x = py − p2 folgt für die Koordinaten von R eindeutig x = −p und y = p− 1.

Für 0 ≤ p ≤ 1 erfüllt somit der Punkt R(−p | p − 1) und nur dieser die Bedingungen der
Aufgabenstellung.

Teil b) Für jeden Punkt R(x | y) = R(−p | p− 1) mit 0 ≤ p ≤ 1 gelten

y = p− 1 = −x− 1 und − 1 ≤ x = −p ≤ 0 .

Das erste ist die Gleichung einer Geraden. Die Ungleichungen schränken den Definitionsbereich
auf die Strecke A′C ′ ein, die die Punkte A′(−1 | 0) und C ′(0 | − 1) verbindet.

Umgekehrt hat jeder Punkt R auf der Strecke A′C ′ Koordinaten (−p | p − 1) mit 0 ≤ p ≤ 1
und gehört deshalb zur in der Aufgabe gesuchten Menge.

Antwort: Die gesuchte Menge ist die Strecke A′C ′, wobei A′ der Spiegelpunkt von A an der
Geraden CD ist und C ′ der Spiegelpunkt von C an der Geraden AD .

Bemerkung: Es sind selbstverständlich auch andere Wahlen des Koordinatenursprungs und
der Koordinatenachsen möglich. Die hier getroffenen Festlegungen bieten gegenüber anderen
Wahlen gewisse Rechenvorteile. Noch vorteilhafter wird diese Lösung bei Verwendung der
Hesse’schen Normalform für die Geradengleichungen.

Vierte Lösung: Ohne Einschränkung der Allgemeingültigkeit wird ein kartesisches Koordi-
natensystem so eingeführt, dass die Eckpunkte des Quadrats die Punkte A(0 | 0), B(1 | 0),
C (1 | 1) und D(0 | 1) werden, siehe Abbildung L 641212 g. Der Punkt P hat dann Koordinaten
P(p | 1) mit 0 ≤ p ≤ 1. Dreht man den Vektor −→AP um 90◦ in beide Richtungen um den Punkt
A, erhält man die beiden Vektoren, die auf −→AP senkrecht stehen und die gleiche Länge haben,

−−→
AS1 =

(
−1

p

)
und

−−→
AS2 =

(
1

−p

)
.

Mögliche Punkte R sind dann die Punkte R1 und R2 mit den Ortsvektoren

−−→
AR1 =

−→
AP +

−−→
AS1 =

(
p

1

)
+

(
−1

p

)
=

(
p− 1

p+ 1

)
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und

−−→
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−→
AP +

−−→
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(
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1

)
+
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)
=
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Teil a) Es sei T (1 | t) der Punkt auf der Geraden PR2 mit der x-Koordinate 1. Wegen p ≤
1 ≤ p + 1 liegt T auf der Strecke PR2. Da die Gerade PR2 den Anstieg −p ≤ 0 hat, folgt
1 ≥ t ≥ −p + 1 ≥ 0. Der Punkt T ist also oberhalb oder auf der x-Achse gelegen, während
der Punkt S2 unterhalb oder auf der x-Achse liegt. Damit ist B(1 | 0) ein Punkt der Strecke
TS2. Da nun T und S2 auf dem Rand des Quadrats AS2R2P liegen, ist B ein Randpunkt oder
innerer Punkt dieses Quadrats. Folglich ist R = R2 nach Aufgabenstellung nicht möglich.

Das andere Quadrat mit Ecken APR1S1 liegt dagegen immer oberhalb der Geraden AC , erfüllt
also, da es den Punkt B weder in seinem Inneren noch auf seinem Rand enthalten kann, die
Bedingungen der Aufgabe.

Teil b) Es ist somit R = R1. Der Ortsvektor des Punktes R = R1(p − 1 | p + 1) erfüllt die
Gleichung

−→
AR =

(
p− 1

p+ 1

)
=

(
−1

1

)
+ p ·

(
1

1

)
(1)

einer Geraden durch den Punkt C ′(−1 | 1), der für p = 0 getroffen wird, und den Punkt
A′(0 | 2), der für p = 1 entsteht. Da 0 ≤ p ≤ 1 ist, liegen alle Punkte R auf der Strecke A′C ′.

Ist umgekehrt ein Punkt R auf der Strecke A′C ′ gegeben, so lässt sich der zugehörige Orts-
vektor

−→
AR wie in (1) beschreiben für ein p mit 0 ≤ p ≤ 1. Durch Ergänzung um die Punkte

P(p | 1) und S1(−1 | p) entsteht ein Quadrat APRS1, das B(1 | 0) nicht enthält.

Antwort: Damit ist die gesuchte Menge genau die Strecke A′C ′, wobei geometrisch A′ und C ′

als Bilder von A und C unter der Punktspiegelung an D entstehen.
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641213 Lösung 10 Punkte

Erste Lösung: Teil a) Die Differenz beider Seiten ist

2
(
x2 + x+ 1

)2 − 9
(
x3 + x

)
= 2x4 − 5x3 + 6x2 − 5x+ 2

= (x− 1)(2x3 − 3x2 + 3x− 2)

= (x− 1)2(2x2 − x+ 2) .

Wegen (x− 1)2 ≥ 0 genügt es also, 2x2 − x+ 2 ≥ 0 zu beweisen, was sich aber sofort aus der
quadratischen Ergänzung

2x2 − x+ 2 = 2

(
x− 1

4

)2

+
15

8
> 0

ergibt.

Teil b) Für y ̸= 0 kann die Homogenität der zu beweisenden Ungleichung ausgenutzt werden,
indem beide Seiten durch y4 dividiert werden und x/y =: t substituiert wird. Dies ist eine
äquivalente Umformung und führt auf 9(t3 + t) ≤ 2(t2 + t + 1)2, was nach Aufgabenteil a)
richtig ist, nur mit der Ersetzung x → t.

Es verbleibt die Möglichkeit y = 0 zu betrachten. In diesem Fall ist die Behauptung äquivalent
zur wahren Aussage 0 ≤ 2x4.

Bemerkung: Weitere Beweisvarianten für Teil a) sind zum Beispiel die Umformung

2(2x2 − x+ 2) = (x− 1)2 + 3x2 + 3 > 0

oder eine vollständige Fallunterscheidung:

wenn x < 1, dann gilt 2x2 − x+ 2 > 2x2 − 1 + 2 = 2x2 + 1 ≥ 1 > 0 ;

wenn x ≥ 1, dann gilt 2x2 − x+ 2 ≥ 2x2 − x2 + 2 = x2 + 2 ≥ 2 > 0 .

Ebenfalls möglich, aber aufwändiger, ist eine vollständige Extremwert- und Monotoniediskus-
sion unter Nutzung der Methoden der Differentialrechnung. Zum Beispiel ergibt sich dann für
das Polynom p1(x) = 2x4 − 5x3 + 6x2 − 5x + 2 oder für p3(x) = 2x2 − x + 2 das globale
Minimum p1(1) = 0 bzw. p3(14) =

15
8
> 0.

Ebenfalls lässt sich mit p2(x) = 2x3 − 3x2 + 3x− 2 argumentieren. Diese Funktion ist streng
monoton wachsend mit p2(1) = 0, also gilt (x− 1)p2(x) ≥ 0.

Zweite Lösung: Teil b) Die linke Seite der behaupteten Ungleichung kann wie folgt fakto-
risiert werden,

9(x3y + xy3) = 9xy(x2 + y2) .

Da x2 + y2 ≥ 0 gilt und die rechte Seite nicht negativ werden kann, ist die zu beweisende
Ungleichung trivialerweise erfüllt, wenn xy ≤ 0 ist. Im folgenden genügt es also, den Fall
xy > 0 zu betrachten.

Der Term auf der rechten Seite der Behauptung lässt sich mit der Ungleichung zwischen dem
arithmetischen und dem geometrischen Mittel dreier positiver Zahlen abschätzen, nämlich

2(x2 + xy + y2)2 =
9

2

(
(x2 + y2) + (x2 + y2) + 2xy

3

)2

≥ 9

2

(
x2 + y2

) 4
3 (2xy)

2
3 .
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Wegen x2 + y2 ≥ 2xy ergibt sich weiterhin

9

2

(
x2 + y2

) 4
3 (2xy)

2
3 =

9

2
(x2 + y2) · 2xy ·

(
x2 + y2

2xy

) 1
3

≥ 9

2
(x2 + y2) · 2xy = 9xy(x2 + y2)

und damit die zu beweisende Ungleichung.

Teil a) Dies folgt nun durch Einsetzen von y = 1.

Dritte Lösung: Wie in der zweiten Lösung wird nur b) gelöst und für a) dann y = 1 eingesetzt.

Die Behauptung marginal verstärkend wird die Ungleichungskette

9(x3y + xy3) ≤ 9

8
(x+ y)4 ≤ 2(x2 + xy + y2)2 . (1)

bewiesen. Die linke Teilbehauptung von (1) ist zu

2xy · (x2 + y2) ≤
(
2xy + (x2 + y2)

2

)2

=
(x+ y)4

4

äquivalent, was im Fall xy ≤ 0 trivialerweise richtig ist und im Fall xy > 0 aus der Ungleichung
zwischen dem arithmetischen und dem geometrischen Mittel der beiden Zahlen 2xy und x2+y2

folgt.

Weiterhin kann die rechte Ungleichung in (1) in der Form(
3(x+ y)2

)2 ≤ (
4(x2 + xy + y2)

)2 (2)

geschrieben werden. Da nun 3(x + y)2 ≥ 0 und 4(x2 + xy + y2) − 3(x + y)2 = (x − y)2 ≥ 0
gelten, ist die Richtigkeit von (2) in der Tat offensichtlich.

Insgesamt ist damit (1) gezeigt und die Aufgabe gelöst.

641214 Lösung 10 Punkte

Die Antwort ist k = 4.

Eine Situation mit vier Nullen kann man folgendermaßen erreichen (wobei die wegzuwischen-
den Zahlen a und b jeweils fett gedruckt sind):

(1,2, 3, 4, 5, 6) 7−→ (2,3,3, 4, 5, 6)

7−→ (0, 2, 4, 5,6,6)

7−→ (0, 0, 2,4,5, 12)

7−→ (0, 0,2,2, 9, 12)

7−→ (0, 0, 0,4, 9,12)

7−→ (0, 0, 0, 9,16,16)

7−→ (0, 0, 0, 0, 9, 32) .

Den Beweis, dass fünf Nullen unerreichbar sind, bereiten wir durch eine kleine Überlegung
vor: Klarerweise bleiben die Zahlen an der Tafel immer ganz und werden nie negativ. Jedes
Mal, wenn zwei Zahlen a, b weggewischt und durch a+ b, 2 |a− b| ersetzt werden, erhöht sich
die Summe aller an der Tafel stehenden Zahlen um den geraden Wert 2 |a− b|. Daher kann
sich die Parität dieser Summe niemals ändern. Wegen 1+2+3+4+5+6 = 21 ist die Summe
aller Zahlen also stets ungerade. Daraus folgt insbesondere, dass nicht sechs Nullen erzeugt
werden können.
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Wir nehmen nun an, es wäre möglich, fünf Nullen zu erreichen. Es seien a und b die beiden
Zahlen, nach deren Ersetzung durch a+ b, 2 |a− b| erstmals fünf Nullen an der Tafel stehen.
Eine der beiden neuen Zahlen muss eine Null sein. Es kann aber nicht a + b = 0 sein, denn
hieraus würde a = b = 0 folgen, d. h. wir hätten im letzten Schritt zwei Nullen durch zwei
Nullen ersetzt, was die Anzahl der Nullen nicht vergrößert hätte.

Also ist 2 |a− b| = 0 und mithin a = b > 0. Unmittelbar bevor die fünf Nullen erreicht wurden,
standen also die Zahlen 0, 0, 0, 0, a und a an der Tafel. Nachdem 0 + 0 + 0 + 0 + a+ a = 2a
jedoch gerade ist, widerspricht dies obiger Vorüberlegung. Damit ist die Aufgabe vollständig
gelöst.

Bemerkungen: 1. Es gibt auch andere Möglichkeiten, vier Nullen zu generieren, zum Beispiel:

(1, 2, 3, 4,5,6) 7−→ (1,2,2, 3, 4, 11)

7−→ (0, 1, 3,4,4, 11)

7−→ (0, 0, 1,3,8, 11)

7−→ (0, 0, 1, 10,11,11)

7−→ (0, 0, 0,1,10, 22)

7−→ (0, 0, 0,11,18, 22)

7−→ (0, 0, 0, 14,22,29)

7−→ (0, 0, 0,14,14, 51)

7−→ (0, 0, 0, 0, 28, 51) .

2. Die Summe der sechs Zahlen an der Tafel ist zu Beginn 21 > 0, und sie wächst danach
in jedem Schritt oder bleibt gleich. Allein mit dieser Beobachtung und ohne Betrachtung der
Parität lässt sich somit zeigen, dass ein Erzeugen von sechs Nullen nicht möglich ist.
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Punktverteilungsvorschläge

Die nachstehenden Angaben zur Punktverteilung sowohl für die gesamten Aufgaben als auch
für die Teillösungen sind Empfehlungen für die Ausrichter des Wettbewerbs und sollen einer
einheitlichen Bewertung dienen. Dies vereinfacht für die Schülerinnen und Schüler ein Nach-
vollziehen der Bewertung und ermöglicht für die Organisatoren Vergleiche zum Zweck der
Entscheidung über die Teilnahme an der nächsten Runde.
Bei der Vielfalt der Lösungsvarianten ist es nicht möglich, Vorgaben für jede Variante zu
machen; das Korrekturteam möge aus den Vorschlägen ableiten, welche Vergabe dem in der
Schülerlösung gewählten Ansatz angemessen ist. Dabei können auch Lösungsansätze, die an-
gesichts der Aufgabenstellung sinnvoll erscheinen, aber noch nicht erkennen lassen, ob sie
wirklich zu einer Lösung führen, einige Punkte erhalten.
Abweichungen von den Vorschlägen müssen von den Ausrichtern des Wettbewerbs ausrei-
chend bekannt gemacht werden. Es wird aber empfohlen, zumindest den prozentualen Anteil
der Punkte für Teillösungen beizubehalten.

Aufgabe 641211 Insgesamt: 10 Punkte
Sinnvolle Einschränkung, etwa auf 2 ≤ a ≤ 5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Bestimmung einer Variablen, etwa a = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Bestimmung der restlichen Variablen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte

Davon, wenn z. B. a zuerst bestimmt wurde:
Bestimmung von b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Bestimmung von c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Bestimmung von d . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Bestimmung von e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Angabe der korrekten Lösung (2, 3, 4, 5, 6) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Aufgabe 641212 Insgesamt: 10 Punkte
Generell geeigneter Ansatz z. B. mittels eines Koordinatensystems oder geeig-
neter geometrischer Ergänzungen . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Teil a) Eindeutigkeit des Quadrats q . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3 Punkte
Teil b) Punkt R liegt auf einer Strecke mit expliziter Charakterisierung . . . . . . . . . 3 Punkte
Jeder Punkt der Strecke kommt als Eckpunkt des Quadrats q infrage . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte

Aufgabe 641213 Insgesamt: 10 Punkte
Aufgabenteil a) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Punkte

Bei Vorgehen wie in der 1. Lösung
Betrachtung der Differenz der beiden Seiten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Identifikation der Nullstelle x = 1 und Ausklammern . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Identifikation der doppelten Nullstelle (x− 1) und
Ausklammern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Beweis der Nichtnegativität des verbleibenden Faktors . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Vervollständigung des Beweises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Wurde b) ohne Reduktion auf a) gezeigt, genügt für a) der Vermerk, dass a) aus b) mit y = 1
folgt.
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Bei Vorgehen wie in der 2. oder 3. Lösung
Reduktion auf x > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Abschätzung der linken Seite mit AM-GM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Geeignete Umformung/Abschätzung der rechten Seite . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Vervollständigung des Beweises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Aufgabenteil b) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte

Bei Vorgehen wie in der 1. Lösung
Ansatz zur Ausnutzung der Homogenität, z. B. Division
durch y4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Reduktion der Ungleichung auf eine Variable durch geeignete
Substitution, z. B. t := x/y . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Korrekte Behandlung von Sonderfällen wie y = 0 und Vervoll-
ständigung des Beweises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Die Bewertung von Überlegungen, wie b) auf a) zurückgeführt werden kann, sollte unabhängig
davon erfolgen, ob Teil a) gelöst wurde.

Bei Vorgehen analog zur 1. Lösung für Teil a)
Betrachtung der Differenz der beiden Seiten . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Identifikation der doppelten Nullstelle (x− y) und
Ausklammern . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Beweis der Nichtnegativität des verbleibenden Faktors . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Vervollständigung des Beweises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Bei Vorgehen wie in der 2. oder 3. Lösung
Reduktion auf xy > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Abschätzung der linken Seite mit AM-GM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Geeignete Umformung und Abschätzung der rechten Seite . . . . . . . . . 1 Punkt
Vervollständigung des Beweises . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Aufgabe 641214 Insgesamt: 10 Punkte
Korrekte Zugfolge, die ein Sextupel mit vier Nullen erreicht . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4 Punkte
Beweis, dass mehr als vier Nullen unmöglich sind . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6 Punkte

Davon:
Nachweis, dass die Summe der sechs Zahlen immer ungerade ist,
oder Begründung einer anderen invarianten Eigenschaft, die zur
Lösung führen kann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Beweis, dass keine zwei Nullen gleichzeitig erzeugt werden
können . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2 Punkte
Begründung, dass dann fünf Nullen unmöglich sind . . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt
Begründung, dass dann sechs Nullen unmöglich sind . . . . . . . . . . . . . . . 1 Punkt

Bemerkung: Wird lediglich gezeigt, dass sechs Nullen unmöglich sind, egal auf welchem Weg,
so sollen hierfür 3 der 6 Punkte erteilt werden.
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